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Zusammenfassung

Strukturell instabile dynamische Systeme, also Systeme, deren Losungen diskontinuier-
lich von etwaigen infinitesimalen Modifikationen des Systems abhéngen, sind im Allge-
meinen nicht zur Modellierung physikalischer Vorgénge geeignet. Bisweilen finden sich
diese Systeme trotzdem in der Physikliteratur. Dies kann vorkommen, wenn ein System
aufgrund innerer Symmetrien interessante exakte Losungen besitzt und diese Losungen
bestimmte Teilaspekte realer Vorgidnge widerspiegeln, auch wenn das Modell als Gan-
zes “unphysikalisch” ist. Typischerweise besitzen diese strukturell instabilen Systeme
eine ganze Familie von Losungen, aber nur eine davon korrespondiert mit experimen-
tellen Beobachtungen. Die Identifizierung des physikalischen Mechanismus, der hinter
der Bestimmung dieser speziellen Losung steht, nennt man ein Selektionsproblem.

Die Selektionsmechanismen, die in dieser Dissertation betrachtet werden, basieren alle-
samt auf einer kleinen Stérung eines ungestort strukturell instabilen Systems. Gewhn-
liche Storunstheorie stellt sich fiir diese Probleme als ungeeignet heraus. Da jede alge-
braische Storungsordnung nur triviale Informationen liefert, muss man auf sogenannte
Jenseits-aller-Ordnungen-Techniken ausweichen.

Mathematische Methoden zur Untersuchung dynamischer Systeme, deren strukturel-
le Stabilitdt nur auf exponentiell kleine Beitrédge beruht, gibt es nur wenige und alle
haben nur einen sehr eingeschriankten Anwendungsbereich. Eine der niitzlicheren Stra-
tegien ist die asymptotische Anpassung in der komplexen Ebene, eine Methode, die
von Kruskal und Segur in den 1980iger Jahren entwickelt, aber erst spéter publiziert
wurde [1].

Kruskal und Segur entwickelten ihre Methode anhand einer nichtlinearen gewohnlichen
Differentialgleichung, dem sogenannten geometrischen Modell des Kristallwachstums.
Wenig spiter wurde die Methode auf realistischere physikalische Probleme angewendet:
Combescot et.al. [2] wendeten die Methode auf die Selektion der Saffman-Taylor-Finger
an, einem Problem aus der Theorie der viskosen Fingerbildung. Ben Amar et.al. [3] wen-
deten die Methode auf die Selektion der Ivantsov-Nadel-Kristalle an, einem Problem
aus der Theorie des Kristallwachstums.

Aus mathematischer Sicht sind sowohl die viskose Fingerbildung als auch das Nadel-
kristallwachstum freie Randwertprobleme. Sie werden modelliert mittels partieller Dif-
ferentialgleichungen mit Randbedingungen auf einem a priori unbekanntem Rand. Die
Feldgleichungen der bisher behandelten Probleme sind linear und wohlbekannt: Die



Laplace-Gleichung und die Diffusionsgleichung. Die Einfachheit der Gleichungen ist be-
deutsam. Damit die Kruskal-Segur-Methode angewendet werden kann, muss man das
Problem erst einmal als eine einzelne Integrodifferentialgleichung fiir den unbekannten
Rand umformulieren. Fiir interessantere Feldgleichungen ist dies im Allgemeinen nicht
moglich. Da eine Reihe von physikalischen Experimenten nicht realistisch mittels einfa-
cher und linearer Feldgleichungen modelliert werden kann, ist die Uberwindung dieser
Einschréankung der Kruskal-Segur-Methode von Interesse.

In dieser Dissertation présentieren wir ein Programm fiir die Ausweitung des Anwen-
dungsbereichs der Kruskal-Segur-Methode. Wir beschéftigen uns nicht mit einzelnen
Integrodifferentialgleichungen, sondern manipulieren direkt die urspriinglichen Feldglei-
chungen. Die Methode, die wir dafiir verwenden, ist eine Variante des asymptotischen
Dekompositionsschemas, das von Zauderer [4] bereits vor 30 Jahren entwickelt wurde.
Das Zaudererschema scheint unter Physikern nicht sehr bekannt zu sein. Bisher wurde
das Schema nur auf Probleme angewendet, die man auch mit der intuitiv viel leichter
zuginglichen Mehrskalenmethode [5] 16sen kann. Kombiniert man jedoch das Zaude-
rerschema mit der Kruskal-Segur-Methode, kommt dadurch eine Klasse von Problemen
in Reichweite, auf die jede Methode fiir sich alleine nicht direkt anwendbar wiére.

Ein wichtiges Beispiel ist das Kristallwachstum unter konvektiven Strémungen. Da rei-
ne Diffusion in terrestrischen Experimenten nicht realisierbar ist, mussten bisher Kri-
stallwachstumsexperimente auf Spaceshuttlemissionen [6] durchgefiihrt werden. Nur so
konnen thermische Konvektionseffekte effektiv unterdriickt werden. In Modellen fiir
terrestrische Experimente muss man die oben angefiihrte lineare Diffusionsgleichung
auf die nichtlinearen Konvektions-Diffusionsgleichungen verallgemeinern. In dieser Ar-
beit zeigen wir, wie man mithilfe des Zauderer-Schemas dieses Problem angehen kann.
Da das Wachstum letztlich die Eigenschaften eines Kristalls mitbestimmt, und dieses
Wachstum in der Regel auf der Erde stattfindet, ist dieses Thema von einem gewissen
materialwissenschaftlichen Interesse. Neben der Konvektion zeigen wir auch wie man
den Einfluss eines thermischen Widerstands an der Grenzfliche in der Formulierung
mitberiicksichtigen kann.

Da das gesamte Programm auf einer freien Randwertproblemdarstellung beruht, wird
auch das Kristallwachstum ohne Konvektion, d.h. nur die Diffusionsgleichung als Feld-
gleichung, von Grund auf neu behandelt. Wir reproduzieren wichtige Gleichungen, die
in der Literatur im Rahmen der Integralformulierung gewonnen wurden. Ohne den Um-
weg iiber die Integrodifferentialgleichung ist die Ableitung dieser Ergebnisse wesentlich
vereinfacht.

Die Kruskal-Segur-Methode wird mit dem Zaudererschema kombiniert, um exponen-
tiell kleine Beitréige zu studieren, ohne die die betrachteten Modellsysteme strukturell
instabil wiren. Ublicherweise fehlt uns fiir diesen Anwendungsbereich fast jegliche phy-
sikalische Intuition. Zum einen, weil strukturell instabile Systeme schlichtweg unphy-
sikalisch sind, zum anderen weil exponentiell kleine Effekte anderen Ursachen folgen
wie die intuitiveren algebraischen Ordnungen. Wir kénnen schlecht einschitzen welche
Parameter fiir ein Experiment bedeutsam sind und welche eher unwichtig. Um intui-



tive Einsichten zu erleichtern, werden im Rahmen dieser Arbeit sogenannte Kruskal-
Newton-Diagramme! eingefiihrt. Mithilfe dieser Diagramme kann man beispielsweise
ohne Rechnung leicht einsehen, dass ein thermischer (Kapitza) Widerstand die Selekti-
on ganz wesentlich beeinflusst, obwohl Kapitzawiderstdnde an sich als nahezu irrelevant
und praktisch nicht messbar gelten (von superfluidem Helium abgesehen).

Der Text ist von Anfang an auf die Darstellung mathematischer Methoden mit breiter
Anwendbarkeit ausgelegt. Wir demonstrieren die Methoden daher zunéchst auch an
illustrativen Beispielen. Wir erldutern die Kruskal-Segur-Methode anhand einer mehr-
parametrigen gewohnlichen Differentialgleichung, die bestimmte Aspekte realer Syste-
me simuliert. Die Zaudererdekompositon wird im Rahmen der linearen Stabilitdtsana-
lyse einer ebenen Front eingefiihrt. Cross-overs im Skalenverhalten wird anhand der
Nullstellenasymptotik von Polynomen erldutert. Das Prinzip maximaler Balance wird
graphisch gedeutet. Kruskal-Newton-Diagramme vereinfachen die Stokesglédttung.
Durch die Verfiighbarkeit neuer mathematischer Methoden in der Selektionstheorie kom-
men auch diejenigen (strukturell noch instabilen) Basissysteme ins Rampenlicht fiir
die bisher keine rigorose Selektionstheorie moglich war. Wir betrachten daher auch
die Losungsfamilien, die beim Nadelkristallwachstum mit Konvektion (aber isother-
mer Grenzfliche) auftreten. Wir erldutern den Giiltigkeitsgrenzen der verschiedenen
Stromungsmodelle und bestimmen auch eine neue lokal-selbstéhnliche Losungsfamilie
mit erweitertem Giiltigkeitsbereich.
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