C.1.2 Systematisch zihlen

Hinter diesem Prinzip verbirgt sich der gute Rat, bevor man gewisse Objekte zahlt,
dariiber nachzudenken, wie man sie zdhlen mochte, da eine geschickte Wahl der Methode
die Sache oft extrem vereinfachen kann.

Beispiel 1: Wie viele Paare (z,y) natiirlicher Zahlen mit 10x + y < 2000 gibt es insgesamt?

Um die in Frage kommenden Paare (z,y) zu zdhlen, kann man entweder zu jedem moglichen y
die erlaubten x z#hlen oder umgekehrt vorgehen. Da die Aufgabe nicht symmetrisch in z und
y ist, richtet sich danach der nachfolgende Arbeitsaufwand. Man findet: Fiir 1 < y < 10 ist
1 <2<199, fir 11 <y <20: 1 <2 <198 usw., bis fiir 1981 <y <1990 nur noch x = 1
méglich ist. Das macht 10-199+10-198+---+10-1 = 10- 122200 — 199 000 Méglichkeiten. Geht
man dagegen umgekehrt vor, ergibt sich: fiir x = 1ist 1 <y <1990, firx =2: 1 <y <1980
usw., und fir x = 199 ist 1 < y < 10. Man erhélt natiirlich auch hier 199 000, jedoch brauchen
hierbei nur einzelne Anzahlen addiert werden, da die Selektion der x einzeln erfolgt.

Treten bei solcherlei Gleichungen die Variablen symmetrisch auf, so kann man zunéchst
die Symmetrie beseitigen, muss aber bei der Zahlung aller Moglichkeiten dieses am Schluss
berticksichtigen.

Beispiel 2: Wie viele Losungen (z,y) € Z hat die Ungleichung 15 < z2 + y? < 407

Hier treten = und y symmetrisch auf. Man kann also zunichst 2 < y? annehmen. Unter 40 gibt
es nur die Quadratzahlen 0, 1, 4, 9, 16, 25 und 36. Alle moglichen Paare (22,%2) sind demnach
(0,16); (0,25); (0,36); (1,16); (1,25); (1,36); (4,16); (4,25); (9,9); (9,16); (9,25) und (16, 16).
Beim endgiiltigen Zihlen muss man jetzt beachten, dass es fiir Paare mit 22 = 0 fiir y zwei
Moglichkeiten gibt, ndmlich i\/y_2 . Auflerdem kann man x = 0 und y jeweils noch vertauschen
(d. h. die obige Einschrénkung z? < y? wieder riickgéingig machen), was zusammen vier Moglich-
keiten ergibt. Bei Paaren mit 22 = y? # 0 gibt es jeweils vier Moglichkeiten (£, +x). Fiir alle
anderen Paare kann man sowohl beide Vorzeichen frei wéhlen als auch die Platze vertauschen.
Das sind dann acht Moglichkeiten. Damit hat man 3-4+2-4 4 7 -8 = 76 Losungen.



