Satz von Erdés-Mordell. Ist P ein beliebiger Punkt im Dreieck ABC und sind
D, E, F die Fulpunkte der Lote von P auf die Seiten BC', C'A und AB, so gilt:

PA+ PB+ PC > 2(PD + PE + PF). (D.16)



Beweis: (Bild) Seien Dq, D9 die Lotfulpunkte von F' bzw. E auf BC; entsprechend
seien die Punkte Fq, Ey und Fy, F5 auf den anderen Seiten erklart. Aus Aufgabe D.82 wissen
wir, dafl z. B. PFBD ein Sehnenviereck ist. Daher
ist LFFDB = AFDD; = £FPB und die recht-
winkligen Dreiecke F'DD; und BPF sind &dhnlich.
Daraus folgt fiir die Lange

PF
DD =-"—.FD.
! PB

Dieses Argument konnen wir insgesamt sechsmal
verwenden, was wir an dieser Stelle auch ausfiihr-
lich hinschreiben:

ADFB = {DFFy, = £{DPB
ADEC = £DEFE; = £DPC
AEDC = £LEDDy = LEPC
LEFA=AKFFF = {FEPA
AFFEA=AFFEFEy = {FPA

ADFFy, ~ ABPD =
ADEE, ~ACPD = EE=2LL2.DE,
AEDDy ~ ACPE = DDy = %£E.DE,
e
=

FF,=£D . Fp,

AEFF, ~ ANAPE FF=LE.EF
AFEEy ~ AAPF EEy, = LL . EF.

LEELl

Jetzt nehmen wir unseren Zielausdruck und schéatzen ihn mit einem Trick nach unten ab:

DD + DD, E\E + EE, FWF+ FFy
iz T e AT po 2 TR T2
* FD P DE

Dies ist offenbar richtig, da z. B. D1 Dy EF ein Trapez mit benachbarten rechten Winkeln bei
D1 bzw. Dy ist und die gegeniiberliegende Seite F'F' nur die minimale Linge D1 Dy haben kann.
Analog gilt FD > E1FE> und DE > F1F5. Setzen wir nun die gefundenen Streckenléngen fiir
DD, DDy usw. in die bisherige Ungleichung ein, erhalten wir

PA+PB+ PC > PA- PB

PA+ PB4+ PC> (PB~DE PC‘FD>PD+<PC~EF PA‘DE>PE

PC-FD | PB-DE PA-DE | PC-EF
PA-FD PB-EF
(PB'EFJFPA.FD)PF'

Der Rest ist wieder einfach: die Klammerausdriicke haben die Form x + % und sind damit
sdmtlich grofler oder gleich 2:

PA+ PB + PC > 2(PD + PE + PF). O



