Fiir alle Dreiecke mit den Winkeln «, 3, v gelten die Ungleichungen:
3
0<sina—|—sinﬁ+sin7§\/_§, A (G.21)

3
1<cosoz—|—cosﬁ—|—0057§§. A (G.22)



Beweise: a) Da f(x) =sinz in [0, 7] eine streng konkave Funktion ist, folgt mittels der
JENSENschen Ungleichung (s. Aufgabe U.26) die rechte Seite der Ungleichung

<a+ﬁ+7> o3
n{—j— —Sln——7

1
3 zg(sina—i-sinﬂ—i-sin’y);

die linke Seite ist wegen sina > 0, sin 3 > 0, siny > 0 offensichtlich. [J
b) Mit den Seitenléingen a = |a| = |B—Cz’]7 b=1|bl = |C’_/i| und ¢ = |¢| = ]E] des Dreiecks ist

a b c\° b-e¢c ¢c-a a-b
—+-4+—-] =342 + + > 0.
a b ¢ be ca ab

Mit b-¢c = —bccosa, ¢-a = —cacos 3, a-b = —abcos~y ergibt sich daraus die rechte Seite
der Behauptung. (Oder noch kiirzer aus dem Satz von ERDOS-MORDELL (D.15) mit P als
Umkreismittelpunkt. Siehe auch Cruz Math, 27:1, S. 45-47.) Die linke Seite der Ungleichung
folgt wegen 0 < 3, g,% < 5 unmittelbar aus der Identitét

cosa—i—cosﬂ—i—cosy:1+4sin%sin§sin%. ([l



