P sei ein Punkt im Innern eines gegebenen Dreiecks ABC'. Die LotfufSpunkte von
P auf den Seiten BC, C'A und AB des Dreiecks seien D, FE bzw. F. Man bestimme
alle P, fiir die folgender Ausdruck minimal wird:

BC N CA N AB
PD PE PF’
(22. IMO, USA, Washington D. C., 1981)




W.52] (Bild) Die Seitenliingen des Dreiecks seien wie iiblich BC = a, CA = b und AB = ¢;
die Liangen der Lote PD = u, PE = v, PFF = w. Dann gilt fiir den Flacheninhalt A des
Dreiecks ABC:

2A = au + bv + cw.

Die Aufgabe verlangt somit, den Ausdruck

zu minimieren. Die einfachste Moglichkeit dies zu erreichen,
ist die Ausnutzung der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung (vgl. Aufgabe U.23) unter Ver-

wendung der beiden Tripel (v/au, vbv, /ew) und (v/a/u, /b/v, \/c/w). Demnach ist

(a+b+c)? < (au+ b + cw) <9+9+5> :2A<3+9+5>,
u v w u v w

oder
(a+b+c)?
2A '

Gleichheit gilt genau dann, wenn die Tripel (v/au, vVbv, /ew) und (v/a/u, \/b/v, /c/w) zuein-
ander proportional sind, d. h. genau dann, wenn v = v = w ist. Der Ausdruck (W.120) wird
folglich minimal, wenn P der Inkreismittelpunkt von AABC ist. Siehe auch Aufgabe W.32.
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