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81. Einleitung. Studenten stromen seit einigen Wochen wieder in die Horsédle und ver-
nehmen dieses Furcht einfloBende Wort: Vektoranalysis. Bei Anfingern (insbesondere
bei Physik-Studenten im 1. Semester) ruft es Angstzusténde hervor, vor allem dann, wenn
sie Ubungsaufgaben vorgelegt bekommen, in denen zum Beispiel der Laplace-Operator in
Kugelkoordinaten benutzt werden soll. Kennern der Materie bereitet dieses Gebiet mit-
unter Vergniigen. Woran liegt das?

Zum einen prallen hier fiir den Neustudenten zwei Welten aufeinander: Vektorrechnung
und Analysis (sprich Differential- und Integralrechung, zusammen auch kurz Infinitesi-
malrechnung genannt). Von beidem muss er nicht unbedingt wihrend des Abiturs oder
der Matura gehort haben — jedes Gebiet ist fiir sich genommen schon anspruchsvoll ge-
nug. Er mag zwar von einem Paar Vektoren das Skalar- und Vektorprodukt berechnet
haben und beherrscht einfache Grundintegrale; doch jetzt soll er mit beiden vereint klar
kommen. Zum anderen klafft gerade fiir junge Physikstudenten die Schere zwischen phy-
sikalischen Anwendungen der Vektoranalysis in der Mechanik oder Elektrodynamik und
den bereit stehenden mathematischen Grundlagen oft weit auseinander.” Hier hilft nur ein
moglichst frithzeitiges intensives Einarbeiten in die Grundlagen beider Gebiete, damit der
Riickstand im Versténdnis der Vorlesungen nicht allzu grof§ wird. Dieser Artikel versucht
daher, etwas Licht ins vermeintliche Dunkel der Vektoranalysis zu bringen.

tMeine Beobachtung ist, dass die Mathematikvorlesung meist hinterher hinkt.



82. Skalare Felder und Vektorfelder, Koordinatensysteme. Zunéchst muss man
sich an die Vorstellung gewohnen, dass es sich bei den Objekten, um die es hier geht,
durchweg um Funktionen der rdumlichen Koordinaten z, y, z handelt, und zwar um ska-
lare Funktionen (die wir im Folgenden immer mit ¢ (z,y, z) bezeichnen wollen) oder um
Vektorfunktionen (entsprechend F(x,y,2)"); oft spricht man auch von skalaren Feldern
bzw. Vektorfeldern. Typische Beispiele fiir skalare Felder sind Temperatur- oder Poten-
tialfelder, dagegen sind Kraft-, Feldstéirke- oder Geschwindigkeitsfelder von Hause aus
stets Vektorfelder. Ein Punkt P des Feldes wird Aufpunkt genannt und oft einfach durch
Angabe seines Ortsvektors r bezeichnet.

Wie schreiben wir nun ein Vektorfeld eigentlich auf? Dazu miissen wir zunéchst eine
geeignete Basis finden, was uns zu dem Begriff Koordinatensystem fithrt. Jeder kennt
die am héaufigsten verwendeten rechtwinkligen kartesischen Koordinaten, in denen der
Ortsvektor 7 vom Ursprung zu einem beliebigen Aufpunkt P(z,y, z) die Darstellung

r=uxe, +ye,+ze, (e, rx+e,y+e,z) (1)

— oder oft abkiirzend als

T

r=1|y (2)

geschriebent — hat. Die Einheitsvektoren e, e,, e, (welche synonym mit den ebenfalls
hdufig benutzten 4, j, k sind) bilden eine orthonormale Basis, was nichts weiter bedeutet,
dass diese Vektoren paarweise senkrecht aufeinander stehen (,,ortho“) und die Lénge 1
haben (,normal“ — von ,normiert“).

Orthonormale Basen oder Koordinatensysteme, mit denen wir uns gleich beschéftigen,
werden gern und besonders hiufig verwendet, da sie einen entscheidenden Vorteil ge-
geniiber nicht-orthogonalen Koordinaten haben: die Skalarprodukte unterschiedlicher Ba-
sisvektoren verschwinden stets:

e, e, =e,-e,=e, e, =0. (3)
Und das hat wesentliche Vereinfachungen in den Rechnungen zur Folge, wie wir noch
sehen werden.

Ein skalares Feld lésst sich einfach durch ¢ = ¢ (x,y, z) = ¢(r) schreiben; wie sieht nun
unser Vektorfeld F'(z,y, z) bzw. F(r) aus? Natiirlich so:

F(r)=| E(r) |. (4)

Die Vektorkomponenten Fre,, Fye,, I';e, geben also die Komponenten von F' in Richtung
der kartesischen Koordinatenachsen xz, y, z an (die skalaren Funktionen F,, F,, F, — also
ohne die Einheitsvektoren — werden oft auch als Koordinaten des Vektors F' bezeichnet;
wir nennen sie hier ungeachtet dessen auch Komponenten). Zwischenfrage: Wie berechnen

"Wir verwenden — wie in Biichern iiblich — fette Buchstaben fiir Vektoren.
'Die Schreibweise der Vektorkomponenten untereinander und in runden Klammern eingeschlossen
verwenden wir im Folgenden nur im Falle kartesischer Koordinaten.



wir die Komponenten F, F,, F, aus dem gegebenen F' bei Bedarf? Antwort: Wir miissen
F' lediglich einzeln mit den Einheitsvektoren skalar multiplizieren, also so:

F,=F-e, F,=F-e, F,=F-e,. (5)

Geometrisch gesehen, ist dies eine Projektion von F' auf die Koordinatenachsen. Was hier
vielleicht noch trivial und sofort einleuchtend anmutet, muss spéter nicht mehr unbedingt
so sein; wir kommen darauf zuriick.

83. Gradient, Richtungsableitung. Jetzt wagen wir einen ersten Schritt in die Vektor-
analysis, indem wir eine beliebige skalare Funktion ¢ (z,y, z) betrachten und uns fiir die
Anderung d¢ dieser Feldfunktion beim Fortschreiten von einem Aufpunkt P(z,y,z) zu
einem benachbarten Punkt P'(x + dz,y + dy, z + dz) interessieren. Dann gilt nach der
Kettenregel

o o o

dqﬂ:%dxjta—ydyntgdz, (6)

was sich rein formal in die Form eines Skalarprodukts

B oY o oY
dyp = (ex o +e, dy +e, 8z) (e;dr +e,dy + e, dz) (7)

setzen lédsst, dessen zweiter Faktor

dx
dr=e,dv+e,dy+e,dz=| dy (8)
dz

der infinitesimale Vektor ist, der von P nach P’ fiihrt. Der erste Faktor ist dagegen nur vom
Ort P abhéngig, nicht aber von einem bestimmten Nachbarpunkt P’, und heifit Gradient
des Feldes im Punkt P. Man schreibt dafiir iiblicherweise grad ¢/, nach HAMILTON spricht
man hier auch vom Nabla-Operator’ V. Es ist also in kartesischen Koordinaten:

i) el
Ox ox
9, 0 0
_ — 9 ; _ _ o)
gradw = Vw = 8—15 mit V = ex% + eya—y + 625 = dy . (9)
% )
0z 0z

Wir sehen hieran sofort: Der Gradient ist ein Vektor und seine Komponenten sind die
(partiellen) Ableitungen der Funktion nach z, y, z. Seine Richtung ist stets diejenige des
starksten Anstiegs von v und sein Betrag

e (0 () ()

gibt die Ableitung des Feldes in diese Richtung an. Somit wird aus dem skalaren Feld
¥ (r) durch Gradientenbildung ein Vektorfeld grad ¢ (r) erzeugt.

"Einen Operator kann man sich hier als , Liickenausdruck® vorstellen; es bedarf immer eines Argu-
mentes (Objektes), auf den der Operator angewendet wird.
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Eine anschauliche Interpretation dieses etwas gewohnungsbediirftigen Objekts gibt es (im
Zweidimensionalen) auch: Wir stellen uns ¢(z, y) einfach als Hohenprofil h(z, y) eines Ge-
birges vor. Dann gibt grad ¢) in jedem Punkt P(z,y) die Richtung des Normalenvektors
zu der durch P gehenden Niveaulinie an, die ihrerseits durch h(z,y) = const (,,Hohenli-
nie“) bestimmt ist. Je steiler also das Gebirge in der Umgebung von P ist (je dichter die
Niveaulinien liegen), desto grofler ist | grad ¢)|.

Wie grof} ist nun aber die Ableitung des Feldes in andere Richtungen? Da grad schon
in Richtung des grofiten Anstiegs zeigt, kann die Ableitung in andere Richtungen be-
tragsméfig nur kleiner als | grad ¢| sein. Wie leicht zu vermuten ist, handelt es sich bei der
sog. Richtungsableitung lediglich um die Projektion des Gradienten auf den Finheitsvektor
n in diese Richtung, also um das Skalarprodukt aus n und grad :

o
B M o 0 0 0
a—:ﬁ =n-grady=1| n, |- % :nxa—iJrnya—ernz@—f. (11)
n. o Y
0z

Der Operator grad kann ebenso auf Vektorfelder angewendet werden; man nennt diese
GroBle Vektorgradient, worauf wir jedoch erst in §13 eingehen.

84. Zylinderkoordinaten. Nun wenden wir uns anderen gebrauchlichen Koordinaten-
systemen zu und berechnen den Gradienten in diesen Systemen. Das neben dem karte-
sischen Koordinatensystem wohl am haufigsten benutzte ist das zylindrische (Polar-)-
Koordinatensystem (auch rdumliche Polarkoordinaten oder kurz Zylinderkoordinaten ge-
nannt). Es ist das gebrduchliche Koordinatensystem bei axialsymmetrischen Problemen.
In ihm driicken wir den Ortsvektor r eines beliebigen Punktes P nicht mehr durch z, y,
z aus, sondern durch drei andere Koordinaten: r, ¢, z (die beiden 2’s sind hier haargenau
gleich, somit sind es eigentlich blofl zwei andere Koordinaten).

Um die neuen Koordinaten und damit auch die Transformationsbeziehungen zwischen
(x,y,2) und (7, @, z) besser verstehen zu kénnen, projizieren wir unseren Punkt P(x,y, 2)
noch in die zy-Ebene (d. h. wir fillen das Lot) und nennen diesen Punkt P’. Dann ist r
der Abstand des Punktes P’ vom Ursprung O und ¢ derjenige Winkel, den der Strahl O P’
mit der positiven x-Achse bildet. Daraus lesen wir nun folgende Transformationsformeln
ab (jeweils links stehen die kartesischen Koordinaten, rechts die Zylinderkoordinaten):

I =TCosp, T COS
y =rsiny, bzw. r= | rsingp |. (12)
2=z <

Wie machen wir uns am besten ein Bild von einem unbekannten, nicht vertrauten Ko-
ordinatensystem? Wir versuchen, uns die Fldchen r = const, ¢ = const und z = const,
die sog. Koordinatenflichen vorzustellen. Dazu miissen wir erst die inversen Transforma-
tionsformeln ausrechnen, d. h. wir miissen obiges Gleichungssystem (12) nach r, ¢ und z
auflosen. Das geht hier relativ einfach, weil einerseits durch Quadrieren der Gleichungen
fiir x und y und anschlieBendes Addieren das ¢ herausfillt (,trigonometrischer Pythago-
ras®) und andererseits durch gegenseitige Division von y und x das r eliminiert wird. Wir
gelangen so zu:

r=+a*+y?, ¢ =arctan <g) , Z=2z. (13)
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r = const oder dquivalent r? = x? +y? — lehrt uns die analytische Geometrie — sind Kreise
mit dem Radius 7, im Raum also Zylinder mit dem Radius r (aha, daher also der Name!),
¢ = const — gleichbedeutend mit y/z = const — sind Geraden, die durch den Ursprung
gehen, im Raum also ein entsprechendes Ebenenbiindel und schliellich z = const (wie in
kartesischen Koordinaten auch) sind Ebenen parallel zur zy-Ebene.

Auf eines miissen wir hierbei stets achten, ndmlich auf die Bedingungen, unter denen die
Transformation reguldr ist. Damit ist gemeint, ob sich die Transformationsbeziehungen
eineindeutig umkehren lassen. Hierfiir gibt es ein einfaches Kriterium: die sog. Jakobische
Funktionaldeterminante det(J)' (auf die in §7 niher eingegangen wird) darf bei Regula-
ritdt nicht verschwinden. Bei den Zylinderkoordinaten — konnen wir uns zunéchst merken
— ist die Transformation nur fiir » = 0 (also im Ursprung) nicht regulér.

Jetzt wird es Zeit, die Basisvektoren in unserem Zylinderkoordinatensystem auszurechnen;
nennen wir sie in Anlehnung an die wohlbekannten e,, e,, e, ruhig e,, e,, e,. Dafiir gibt
es eine einfache Vorschrift, namlich diese:

or or or
e, = |$|, e“’:a_i’ e, = |$|. (14)
or % 0z

Also rechnen wir mit (12):

oz

or cos @
0 0
ar_ % = | sing |, ar :\/COSQQO—I—SiDQQOZL
or u or

2z 0

or

®
3

Il
N
.
=}
©
I

O 3l 3R

—~
—
(@
~—

or dp —7 Sl @ or
— = = | = T COS ) %%
2z 0 ¥

= \/rzsin2c,0+r2008290:7",

e}

or

or oy or
0z

%Z 0z

=1, e=|0]. (17)

Wir sehen an den Gleichungen (15) und (16), dass sich die Basisvektoren sowohl in den
neuen Koordinaten allein (hier nur ¢) als auch gemischt (mit z, y und r) schreiben lassen.

"Die Schreibweise det(.J) fiir die Determinante ist hier besser geeignet, da sie nicht zu Verwechslungen
mit dem absoluten Betrag |.J] fiihrt.



§5. Tangentenvektoren. Anschaulich kénnen wir uns die Basisvektoren als Tangen-
tenvektoren an die Koordinatenlinien durch einen bestimmten Punkt vorstellen; Letztere
entstehen, wenn zwei Koordinaten fest gewahlt werden und die dritte verdnderlich ist,
also z. B.

v, z = const, r beliebig (Geraden durch die z-Achse parallel zur zy-Ebene),

z,r = const, ¢ beliebig (Kreise um die z-Achse parallel zur zy-Ebene),

r, = const, z beliebig (Geraden parallel zur z-Achse).

Jeweils zwei dieser Basisvektoren spannen demzufolge eine der Tangentialebenen auf.

Uberpriifen wir sogleich, ob unsere neuen Basisvektoren ebenfalls ein Orthonormalsystem
bilden:

Cos ¢ —sinp
e -e,=| sinp |- COs ¢ =0, (18)
0 0
—sing 0
e, e, = cose |- 0 | =0, (19)
0 1
0 cos ¢
e.-e.=| 0 ]| sinp | =0, (20)
1 0

d. h. orthogonal sind sie hiermit schon, und nochmals zur Kontrolle

[? =

le, e e =1, |¢9W|2:e¢,-es@:17 le.*=e. e, =1, (21)

damit sind sie tatsédchlich orthonormal. Andererseits kénnen wir die Orthogonalitit auch
durch Berechnung der Vektorprodukte nachweisen (da wir uns ja im R? befinden):

e, e, e, 0
e, Xxe,=| cosp sinp 0 |=| 0 | =e, (22)
—singp cosp 0 1
€z €y € COS ¢
e,xe,=|—sing cosp 0 |=| sing | =e, (23)
0 0 1 0
€ €y € —sin (2
e, xXe = 0 0 1 | = cos = e,. (24)
cosp singp 0 0

Das bedeutet, dass e,, e, e in dieser Reihenfolge ein rechtshindiges System von Vektoren
aufspannen. Wichtig hieran ist, sich Folgendes zu merken: Im Gegensatz zu den ortsun-
abhéngigen e,, e,, e, sind die Basisvektoren krummliniger Koordinaten von Punkt zu
Punkt verschieden (man spricht in diesem Zusammenhang auch vom begleitenden Drei-
bein); dies ist insbesondere dann zu beachten, wenn die neuen Basisvektoren — etwa nach
der Zeit — differenziert werden.



86. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Zylinderkoordinaten. Um das zuletzt
Gesagte zu verdeutlichen, nehmen wir einmal den Ortsvektor = in Zylinderkoordinaten
und berechnen daraus Geschwindigkeit und Beschleunigung durch Differentiation nach
der Zeit t. Diese Groflen sind insbesondere in der Theoretischen Physik allgegenwértig.
Zuvor kiitmmern wir uns noch um die Ableitungen der Basisvektoren nach der Zeit, wozu
wir nur (15) bis (17) und die Kettenregel benotigen:

—psine
e = P cosp = (;.76@, (25>
0
—(pCcosy
eo= | —psing | = —ge,. (26)
0
0
e.=1| 0 |. (27)
0

Nun kénnen wir mit (25) bis (27) und der Produkt- bzw. Kettenregel rechnen und erhalten:

r=re, + ze,, (28)
T =17re,+re,+ ze, + zeé,
=re, +roe, + e, (29)
T =r7e, +r1e, +rye, +roe, +roe, + ze, + zeé,
= (i —r¢%)e, + (ré + 2i¢)e, + Ze.. (30)
§7. Jacobische Funktionalmatrix. Wer sich etwas mit Matrizenrechnung auskennt,
sieht schnell ein, dass die Vektoren dr/0r, Or/Je und 0r/0z auch spaltenweise zu einer

Matrix zusammengefasst werden konnen. Diese Matrix ist die sog. Jacobische Funktional-
matriz J:

dz Oz Oz :
ar  dp Oz cosp —rsing 0
J = % g—i g—‘lz/ = | sing rcosp 0 mit  det(J) =r. (31)
0z 0z 0z 0 0 1
or O¢ Oz

Diese Matrix enthélt die Transformationsvorschrift fiir die Differentiale dx, dy, dz, die wir
spéater bendtigen, wenn wir Integrale in krummlinigen Koordinatensystemen berechnen
wollen:

Jz Oz Oz
dz dr or  dp 0z dr

dy 9y 9
dy | =J- | de | =| 5 55 5 | | de |- (32)
dz dz 9z 9z Oz dz

or O¢ Oz

Wer dieses Produkt ,,Matrix mal Vektor“ ausfiihrlich hinschreibt, sieht, dass es sich hierbei
gerade um die Kettenregel handelt. Die Determinante det(.JJ) = r heifit dementsprechend
Jacobische Funktionaldeterminante und spielt bei Gebietsintegralen eine grofie Rolle. We-
gen det(J) = r > 0 bilden die Tangentenvektoren in dieser Reihenfolge stets ein Rechts-
system, was wir bereits in §5 gesehen haben.

7



Wenn wir schon beim Thema Jacobi sind, muss gleichzeitig gesagt werden, dass J auch
eine inverse Matrix J~! hat; natiirlich nur dann, wenn det(J) ungleich null, d. h. die
Transformation regulér und damit eineindeutig, ist. Wie sieht die Inverse aus? Zunéchst
konnen wir sie als Transformationsmatrix eben der inversen Transformation, also der
Abbildung P(r, ¢, z) — P(x,y, z), einfiihren. So gesehen gilt:

or Jr Or

e o o cosp  sing 0 T 20
J = g_%; Z_Zj ‘Z—f = —% sin % cosp 0 = —T% ,,% 0 (33)
g oz 2 0 0 1 0 0 1

Die letzte Form erhalten wir, wenn wir die inversen Transformationsformeln (13) benutzen.
Andererseits transformieren sich die Differentiale geméaf

o or or
dr dx ox dy Oz dx
_ O 0 0
dz dz 9z 9z 02z dz
oxr Oy 0z

Setzen wir nun die Gleichung (34) in obige inverse Gleichung (32) ein, folgt

dx dx dx
dy | =J-|J | dy =(J-J Y| dy
dz dz dz
— J-J !'=1 (Einheitsmatrix), (35)

was unsere Schreibweise als inverse Matrix letztendlich rechtfertigt. Zur Ubung multipli-
ziere der geneigte Leser beide Matrizen explizit miteinander und iiberzeuge sich, dass das
Produkt tatséchlich die Einheitsmatrix ist.

Auf analoge Weise wie wir eingangs .JJ aus drei Vektoren zusammengefiigt haben, kénnen
wir die Transponierte von J~! (warum?) auch in drei Spaltenvektoren zerlegen. Normieren
wir diese Vektoren noch zuvor, geben sie uns die Darstellung der Einheitsvektoren e, e,,
e. im Dreibein e,, e,, e, an:

e, =cosye, —sinpe,, (36)
e, =sinpe, +cospe,, (37)
e.=e.. (38)

Schliellich bleibt noch zu kléren, wie wir aus gegebenen Komponenten F;, F,, F, eines
beliebigen Vektors F' in kartesischen Koordinaten die entsprechende Darstellung in Zylin-
derkoordinaten gewinnen. Nun, hier gilt einfach: Die Komponenten F;., F,, F, berechnen
sich analog zu (5) durch Projektion, also geméif3

F.=F-e, F,=F-e, F,=F-e,. (39)



Mit den Gleichungen (15) bis (17) wird daraus

E, COS ¢

F.=F-e.=| F, sing | = cospF, +sinpk,, (40)
F, 0
E, —sinp

F,=F-e,=| F, COs ¢ = —sinpF, + cos k), (41)
F, 0
E, 0

F.=F-e=|F | |o0]=E. (42)
F, 1

Fiir die Umkehrung gilt dagegen mit (36) bis (38):

F,=F-e,=(Fe +Fye,+ F.e,)  (cospe, —sinpe,) = cospk, —sinpF,, (43)
F,=F-e,= (F.e.+ Foe,+ F.e.)  (sinpe, +cospe,) =sinpk, + cospF,, (44)
F,=F-e,=(Fe +F,e,+F.e,) - e,=F,. (45)

Hieran ist eine wichtige Eigenschaft im Hinblick auf Tensoren zu erkennen: die Vektor-
komponenten transformieren sich genauso wie die Basisvektoren (36) bis (38).

88. Gradient in Zylinderkoordinaten. Nun wollen wir endlich den Gradienten in
Zylinderkoordinaten ausrechnen. Wie wir oben gesehen haben, ist er ein Vektor (9), fiir
den wir jetzt die Transformationsformeln (33) einsetzen:

oy O or | OYop | OY 0z P .8
oz or Oz + Op Ox + 0z Oz COS%TT*%SIH%%
— | % | = | o, WO, oz | _ | L 0 )
gfad¢ - By - or Ay + dp Oy + 0z Oy - 51ngpa—$+%cos<p% : (46)
oy Qor | OOy 4 0¥ 0z o
0z or 0z p Oz 0z 0z 0z

Gleichung (46) ist noch die Darstellung in kartesischen Komponenten; zu den Kompo-
nenten in ,echter* Zylinderkoordinatendarstellung gelangen wir, indem wir diesen Vektor
jeweils mit e,, ey, e,, (15) bis (17), skalar multiplizieren (der Leser moge dieses bitte fiir
sich nachrechnen — dhnlich wie bei der Ableitung der Gleichungen (40) bis (42)):

oy

(gract ), = 0. )
(grad ), = 5 (48)
(gradv), = 5. (49)
— gradw:g—fer—i—%g—zew—i—g—fez. (50)

89. Beispiele. 1. Ist der Ortsvektor r, Gleichung (1), der Gradient eines skalaren Feldes? —
Ja, denn ¥y (x,y, 2) = %(332 +y?+22%) = %'rﬁ erfiillt offensichtlich die Bezichung r = grad ;.
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2. po(x,y, 2) = 2%y + %2z + 2%x. In kartesischen Koordinaten ist:

2zy + 22
gradyp = | 224+ 2yz |.
y? + 2z

3. 3(w,y,z) = In ——2—. Hier wird die vorteilhafte Verwendung von Zylinderkoordinaten of-

24y
fensichtlich und wir erhalten:
13 = In (E) =Ilnz—Inr
" T
1 1 I 1 re,+ye, 1
— gradys=——e, +-e,=——| % —I—fezz—;ﬂi'%y—l—fez
T z r z e+ y z
0

Die Richtungsableitung z. B. in radialer Richtung betrigt e, - grad ¢¥3 = —% =— T
z?+y
4- ¢4(l‘)y’ Z) = % = tan ¢.

1 1 y 1
— e, = — -~
rcos2g ¥ rcoso

= gradiyy =

§10. Divergenz — allgemein und in Zylinderkoordinaten. In den vorangegangenen
Paragrafen dieses Artikels haben wir den Gradienten einer skalaren Funktion, grad ),
kennengelernt, nun wenden wir uns der Divergenz eines Vektorfeldes F' zu. Sie ist in
kartesischen Koordinaten definiert als Skalarprodukt aus dem Nabla-Operator und F':

)
oz F
x OF, OF. OF
divF=V-F=| 2 |- | F, | === Y z 51
v 0y 4 8$+8y+0z (51)
9 F,
Oz

— oder allgemeiner — durch den Grenzwert des skalaren Flusses § F'-dS des Feldes durch
die geschlossene Fliache Y| die den Punkt P umbhiillt und das Gebiet G mit dem Volumen
V' umschlief3t:
{pF-dS
) DRI >

div F(P) = ‘1/12% — (52)
Das Letztere muss der Leser jetzt noch nicht verstehen; es spielt erst spéater eine Rolle.
Allgemein gilt, dass div F' ein MaB fiir die Quellen oder Senken (bei divF > 0 bzw.
div F' < 0) des Feldes F'(P) ist. Verschwindet die Divergenz in einem Gebiet G, gilt also
div F' = 0, dann heifit das Vektorfeld F' in diesem Gebiet quellenfrei.

Berechnen wir also im Folgenden die Divergenz in Zylinderkoordinaten in aller Ausfiihr-
lichkeit. Nach der Kettenregel gilt:

OF. _OF.0r OROp O0F0:_  OF 1_ OF,
or  Or 0r Op 0x 0z Or Por r ¥ dp
oF, oF, 1 or, 1 1 OF,

= cos® p—— —singcos v sin ¢ cos p—— + — sin® pF, 4+ ~ sin® p—2
or dp r r Op

T r

1
+ —sinpcos pF,,
r
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wobei im ersten Schritt die partiellen Ableltungen etc. nach (33) und anschliefiend die
kartesischen Komponenten F,, F,, F, durch dleJenlgen in Zylinderkoordinaten F,., F,, F,
nach (43) bis (45) ersetzt Wurden. Analog erhalten wir:

OF, _OF,0r 0F,0p 0F,0: ai+1cos OF,
8y  or dy | 8p dy azay_ 7 or Y op
OF. oF, 1 OF. 1 1 OF

= sin? goa——l—smgocosgoa——i-—smgpcosgoa——l——cos ok, +—Cos @a—w
¥ ¥

1
— —sinpcos pk,,
r

OF, OF,0r O0F,0p OF 0z OF,
0z  Or 9z 0p 0z 0z 0z 0z

Gottlob schrumpft die Summe der drei Terme auf das recht kompakte Ergebnis

divF =V F =

oF, 1, 1%+8Fz_1[8 . @} OF, (o9

8r+; r+;8<p oz 1 @Oﬂ r)+8g0 0z

An dieser Rechnung wird das prinzipielle Vorgehen nochmals deutlich: alles muss ersetzt
werden bei einem Wechsel des Koordinatensystems — sowohl die Vektorkomponenten als
auch die Basisvektoren selbst; die Beachtung der Kettenregel ist dabei das A und das O.

§11. Rotation — allgemein und in Zylinderkoordinaten. Aufmerksame Leser wird
nichts weniger verwundern als die Feststellung, dass es neben der skalaren Verkniipfung
vom Nabla-Operator und einem Vektor F' auch eine vektorielle gibt. Diese wird iiblicher-
weise als Rotation' oder Rotor eines Vektorfeldes F' bezeichnet:

OF, _ OFy 0o -2 9
€ €y €, oy 0z 0z oy
_ _ |8 o o8 | _ OF, _ OF. _ 9 _9
I'OtF = V x F = 9z 6_y 92 = 92 Oz = 92 0 B F. (54)
oF, OF _9 9
Fo By F i o oz U

Dabei ist der letzte Ausdruck als Produkt , Matrix mal Vektor* (bzw. ,Matrizenoperator
mal Vektor®) zu verstehen. Auch fiir die Rotation existiert — &hnlich wie bei der Divergenz
— eine Definition als Grenzwert, ndmlich iiber das Linienintegral entlang einer Umrandung
C einer infinitesimalen Fléche S:

1 r
-rot F' = hg(l)S F. ds—hi%s (55)

C

wobel n der Normalenvektor auf der Flache S ist. I' = f F - ds wird als Zirkulation

c
des Vektorfeldes bezeichnet. Felder, fiir die rot F' nicht iiberall verschwindet, werden auch
Wirbelfelder genannt. Am Ende von §14 lernen wir Felder kennen, die stets wirbelfre: sind.

Wie sieht nun die Rotation eines Vektorfeldes in Zylinderkoordinaten aus? Gegeniiber der
obigen Berechnung der Divergenz miissen wir, da es sich jetzt um einen Vektor handelt,
nicht nur die Ableitungen und die Vektorkomponenten, sondern auch die Basisvektoren

"Im Englischen wird iiblicherweise die Bezeichnung curl verwendet.
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ersetzen. Nicht mehr in allen Einzelheiten, aber dennoch ausfiihrlich hingeschrieben lautet
der Rechenweg bis zum Endergebnis:

. OF, 1 OF, OF,
smcpa —|——cosg0

0 0z
rot F' = O @ + 1sin gpaFZ
0z r 0
oF, 1 . 0F, oF, 1 OF,
COSQOa— — ;SIDQO% — SlHQOW — ;COSQO 8
. OF, 0F, 10F, oF, . 0F, OF,
:(smgpa——c 8082 64,0) T+(cosg06—+s1ng08 8T)qJ
+ (Cosgp—y — lsingo% — singp% 1 scp%> e
0 r 0 0 0 -

— lan — % e _|_ aFr — @ e
\r Oy 0z " 0z or v

e re, e,

oF, 10F. 1
-F
+(0T r Oy +r S0)82 (56)

1 0 0 0
F. rF, F.

Bei nachfolgenden Rechnungen werden die Zwischenergebnisse nicht mehr so detailliert
angegeben, da die Vorgehensweise nun klar sein diirfte.

§12. Allgemeine Rechenregeln, Nabla-Kalkiil. Nachdem wir die Anwendung der
Operatoren grad, div und rot auf einfache skalare Funktionen bzw. Vektoren kennenge-
lernt haben, ist es an der Zeit zu untersuchen, welche Rechenregeln fiir Summen oder
Produkte von Feldern gelten. Im Folgenden bezeichnen ¢ eine Konstante und y(r) so-
wie G(r) ein weiteres Skalar- bzw. Vektorfeld. Beginnen wir mit dem Gradienten — das
ist am Einfachsten, denn dazu benétigen wir nur die Summen- und Produktregel beim
Differenzieren:

grad(cy) = cgrad i, (58)
grad(¢ + x) = grad ¢ & grad y;, (59)
grad(¢x) = x grad ¢ + v grad x. (60)
Fiir die Divergenz gilt hingegen allgemein:
div(cF') = cdiv F, (61)
div(F £ G) = div F £ div G, (62)
o Vi o OF, O IF,
div(yp F) = 3y | VE, = %F + a—yFy + ’(/Ja—y
2 VE,
0 oF, :
+—¢ . = F -gradvy + ¢ div F. (63)
0z 0z

Das letzte Ergebnis hiatten wir auch — formal gerechnet — so erhalten kénnen:

V.- (F) =V - (bF)+ V- (F) = (Vi) - F + (V- F) = grad4 - F + ¢ div F.

12



Hier tauchen zwei neue Dinge auf. Zum einen ist es die Schreibweise mit dem Pfeil iiber den
Groflen. Weil bei zu differenzierenden Produkten immer die Produktregel zu beachten ist,
miissen im Ergebnis auch zwei Summanden entstehen; der Pfeil gibt nun voriibergehend
an, welcher Faktor gerade differenziert werden soll. Zweitens muss genauestens beach-
tet werden, ob z. B. die Differentiation mit der Skalarproduktbildung vertauscht werden
darf, so wie es oben gemacht wurde. Da das Skalarprodukt kommutativ ist, macht es
hier keine weiteren Schwierigkeiten. Diese formale Rechenweise fernab jeglicher Koordi-
natendarstellung nennt man auch den Nabla-Kalkiil; er ist der Liebling jedes Freundes der
Vektoranalysis.

Um die Verwendung von Klammern und Pfeilen moglichst zu beschréanken, wird die Fest-
legung getroffen, dass die durch V vorgeschriebene Differentiation sich im Allgemeinen'
auf alle rechts von V stehenden Faktoren erstreckt, auch wenn diese nicht durch eine
Klammer zusammengefasst sind. Soll hingegen nur ein Teil der Faktoren und zwar die V
am néchsten stehenden differenziert werden, so werden diese Faktoren mit V durch eine
Klammer zusammengeschlossen.

Verbleibt noch die Divergenz eines Vektorproduktes, die wir — &hnlich wie in (63) lang-
wierig in Komponenten — oder nun mit Hilfe des Nabla-Kalkiils berechnen kénnen. Wir
wiahlen hier selbstverstédndlich den letzten Weg, der zwar eleganter aber auch gefahrlicher
(némlich im Ubersehen von wichtigen Details) ist:

div(FxG)=V-(FxG)=V-(FxG) +V-(FxG).

Wie sieht es hier mit dem Vertauschen aus? Vom Vektorcharakter her handelt es sich
um Spatprodukte und die sind bekanntlich zyklisch vertauschbar (bzw. bei antizyklischen
Vertauschungen kehrt sich das Vorzeichen um), also rechnen wir wie folgt zu Ende:

iv(FxG)=G-(VxF)—F - (VXG)=G-tot F — F -0t G. (64)
Schliefllich warten noch einige Rotor-Ausdriicke auf unsere Aufmerksamkeit:

rot(cF) = crot F, (65)
rot(F + G) = rot F £ rot G, (66)
ot (WF) = V x (F) = V x ($F) + V x (VF).

Beim ersten Summanden kénnen wir v, da es skalar ist, vor das Vektorprodukt ziehen
und beim zweiten, da es nicht den Pfeil ,tragt“, an den Anfang des Ausdrucks. Somit
erhalten wir:

rot(F) = (Vi) x F + (V x F) = grad ¢ x F + ¢ 1ot F. (67)

Um etwa rot(F x G) zu berechnen, muss neben der Produktenregel noch der Entwick-
lungssatz des Vektorproduktes a x (b x ¢) = b(ac) — ¢(ab) beachtet werden:

rot(FxG)=Vx(ﬁ'><G)—|—V><(F><é’)
—(G-V)F-G(V-F)+F(V-G)— (F-V)G.

"Davon kann spiter manchmal abgewichen werden, falls dadurch kein Irrtum entstehen kann.
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Eine Bemerkung verdienen hier sicherlich der erste bzw. vierte Summand. Beschrénken

wir uns auf den Anteil V X (Il*" X G), so folgt aus dem Entwicklungssatz zunéchst
Vx(FxG) =(V-G)F —(V-F)G.

Da aber im ersten Summanden F differenziert werden soll und nicht G, vertauschen
wir die Faktoren des Skalarproduktes V - G = G - V und kommen damit nicht in die
Verlegenheit, den Nabla-Operator versehentlich auf G' anwenden zu wollen; es entsteht

so: (V- G)Il*'1 = (G- V)ﬁ’ Im zweiten Summanden ist V - F = div F lediglich ein skalarer
Faktor des Vektors G, so dass auch diese beiden ohne Gefahr vertauscht werden diirfen.
Wir erhalten somit:

rot(F' x G) = (G -grad)F — Gdiv F — (F - grad)G + F div G. (68)

Uber Ausdriicke der Form (G- V)F gibt es weit mehr zu sagen; wir tun dies im folgenden
Paragrafen.

§13. Vektorgradient. Richtungsableitung eines Vektorfeldes. Die motivierende
Frage dieses Paragrafen lautet: Wie sieht es mit der Anderung dF' des Feldvektors F
beim Fortschreiten von einem Aufpunkt P mit dem Ortsvektor r = ze, + yey + ze, zu
einem benachbarten Punkt P’ mit dem Ortsvektor r+dr aus? Vollig analog zur Anderung
einer skalaren Groe (vgl. §3, Gleichung (6)) schreiben wir hier:
OF OF oOF
dF = —doz + —dy + —dz. 69
ox x—i_(()y y+8zz (69)
Dies kann unter Verwendung des infinitesimalen Vektors dr = dz e, 4+ dy e, + dz e, auch
in folgender Weise geschrieben werden:

3} 0 0
dF = (e, dz + e, dy + e, dz) - <ez8_x+ey8_y+e'z$)F

=dr-VF = (dr-V)F.

Diese Darstellung lisst nun zwei Interpretationen zu. Die Anderung einer vektoriellen
Feldgrofe ergibt sich erstens (wie die Anderung einer skalaren FeldgroBe) durch Anwen-
dung des skalaren Operators dr - V oder zweitens als skalares Produkt dr - (VF') aus
der Anderung des Ortsvektors und einem nur vom Ort, aber nicht von der Richtung
abhéngigen Faktor, der lokalen Dyade VF'. Dyaden sind weder Skalare noch Vektoren,
sondern Groflien hoherer Art, denen eine unmittelbare, anschauliche geometrische Bedeu-
tung nicht beizulegen ist. Sie sind aber auch nichts Mystisches, wer sich ein wenig mit
Matrizenrechnung auskennt, sieht, dass

) r oF, OF, OF.

ox z ox ox ox

_vr_| 2 _ | em. on or
grad F =VF = | & ol =1 %9 % % (70)

9 F oF, OFy OF,

0z ? 0z 0z Oz

die Darstellung von V F' in kartesischen Koordinaten ist. Das Produkt dr-(V F') kann man
sich somit als ,, Vektor mal Matrix“ vorstellen; das Ergebnis ist wieder — wie es sein muss
— ein Vektor. Es ist wichtig darauf hinzuweisen, dass in (70) zwischen beiden Vektoren V
und F' kein Multiplikationszeichen steht (es sich also nicht um ein Skalarprodukt handelt).
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Man nennt eine derartige Verkniipfung auch dyadisches Produkt, unbestimmtes Produkt
oder unbestimmte Multiplikation.

SchlieBlich wird hier, d&hnlich wie in (8),

oF, OFy OF,
ox ox ox

OF, OF, OF;
Ny ox +ny Oy +n. Oz

OF Na

. _ X OF, OFy OF, _ ory oLy oFy
5y~ grad FF=| n, 5 o | 7| T e e (71)

nz an aFy an n 8& _|._n BFZ _I_ n aFZ

0z 8z 9z T oz Y oy % 0z

die Richtungsableitung der vektoriellen Feldfunktion F' genannt.

Es muss an dieser Stelle gesagt werden, dass bei der Differentiation eines Produktes von
vektoriellen Faktoren ein Faktor im Allgemeinen weder auf die andere Seite von V, noch
auf die andere Seite des Multiplikationszeichens gestellt werden darf. Dagegen kann der
zu differenzierende Faktor mit dem fest verbleibenden Faktor vertauscht werden, wenn es
die Gesetze der verwendeten Multiplikation zulassen. Als Beispiel betrachten wir

grad(F-G)=V(F-G)=VF -G +VF -G =(VF)-G+ (VG) - F. (72)

Die rechte Seite von (72) ldsst eine bemerkenswerte Umformung zu, durch die die lokalen
Dyaden VF und VG vermieden werden kénnen. Denn nach dem Entwicklungssatz gilt
die Identitét

Fx(VXG)=VG -F-F-VG=(VG)-F - (F-V)G
(s. auch §19, Beispiel 9) oder umgestellt

(VG)-F=(F-V) G+ F x (VxG) (73)
und ebenso
(VF)-G=(G-V)F+G x (VxF). (74)

Setzen wir (73) und (74) in (72) ein, erhalten wir das Ergebnis
grad(F - G) = (F - grad)G + (G - grad)F + F x rot G + G x rot F. (75)
Die beiden ersten Summanden sind darin Richtungsableitungen (71).

§14. Doppelte Nabla-Anwendungen. Bei zweimaliger Anwendung des Nablaoperators
auf eine Feldfunktion gelten eine Reihe von bemerkenswerten Beziehungen. Wir bilden

o) o

oz oz 82 62 82
divgrad@/):V~V1/J: (% . (% ¢:(@+8—?ﬂ+@>¢ (76)

o] o]

8z 8z

und stellen fest, dass V - V als Symbol einer skalaren Operation aufgefasst werden kann.
Man setzt

o? o? 02

V-V=—+4+——+—-—

0x? * Oy? + 022

und bezeichnet A als LAPLACEschen Operator. Er ist auf vektorielle und tensorielle Feld-

groflen ebenso anwendbar wie auf skalare; seinen groffen Auftritt hat er in der Potenti-
altheorie. In §20 geben wir ihn in anderen Koordinatensystemen an.

=A (77)
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Die Anwendung von A auf ein Produkt zweier skalarer Faktoren ergibt nach (60):

A(x) =V -V(x) =V - (xV¢+9Vy)

. )\ ! /-i\
=V-XVY)+V-(x VY )+ V- (VX)) + V- (¢ Vx )
=xAY +2VY Vyx + 9 Ay. (78)

Bildet man in dhnlicher Weise
graddivF =VV.-F =V?.F, (79)

so kann

9 9?2 9?2
ox2 oxdy  Ox0z
2 _ 9?2 9% 9?2
V= Oyox Oy? Oyoz (8())
9?2 9?2 9?2
0z0x  0z0y 922

als eine formale Dyade aufgefasst werden, die die Ausfithrung einer Differentiation zweiter
Ordnung an einer nachfolgenden Feldfunktion verlangt.

Von besonderer Wichtigkeit ist noch folgende Beziehung, die aus dem Entwicklungssatz
folgt:

VXx(VxF)=VV-F—-V.-VF
oder
rotrot F' = graddiv F' — AF. (81)

Als vorlaufigen Abschluss der Anwendung des Nabla-Kalkiils leiten wir noch zwei duflerst
wichtige Identitdten her:

e, e, e,

rotgrady =V x (Vo) = (Vx VY = | 4 5 & | =0, (82)
o v
or Oy 0Oz
2 92 0
oxr Oy 0z
diviot F=V- (VX F)=F-(VxV)=| £ £ 2 [=0. (83)
F, F, F,

Wegen ihrer physikalischen Bedeutung seien sie auch als Merksétze formuliert:

Jedes Gradientenfeld ist wirbelfrei.
Jedes Rotorfeld ist quellenfrei.

815. Kugelkoordinaten. Es gibt in der Theoretischen Physik zahlreiche Probleme, de-
nen von Hause aus eine spezielle Symmetrie innewohnt. Beispielsweise hiangt die Newton-
sche Gravitationsfeldstérke einer Masse M lediglich vom Abstand r zum Aufpunkt ab:
G = —yM (r/r?). Das hat zur Folge, dass alle Punkte in einem konstantem Abstand r
dieselbe Feldstérke erfahren; man sagt, das Feld ist kugelsymmetrisch. Das kartesische Ko-
ordinatensystem ist zur Behandlung derartige Probleme denkbar schlecht geeignet; man
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verwendet daher der vorliegenden Symmetrie besser angepasste Koordinaten, die Kugelko-
ordinaten. Diese sind r, ¥ und ¢ und werden durch folgende Transformationsbeziehungen
zu den kartesischen Koordinaten x, y, z definiert:

x =rsindcosp, r sin 1 cos @
y = rsindsin g, bzw. r=| rsindsingp |. (84)
2z =rcosv, r cos U

Die zugehérigen inversen Formeln lauten

r=+a?+y?+ 22, = arccos : , = arctan (Q) : (85)
Va2 4 y? + 22 x

Die Koordinate 9 gibt somit den Winkel zwischen der positiven z-Achse und dem Strahl
OP (O Ursprung, P Aufpunkt) an', wihrend ¢ genau dieselbe Koordinate wie bei den Zy-
linderkoordinaten, ndmlich der Winkel zwischen dem in die zy-Ebene projizierten Strahl
OP’ und der positiven z-Achse ist. Oder — um es mit den gewohnten Begriffen geografi-
sche Lénge und Breite auszudriicken — 9 ist gleich 90° minus geografischer Breite und ¢
entspricht der geografischen Linge. Die Koordinate r ist nach der ersten Gleichung (85)
der (Euklidische) Abstand zum Koordinatenursprung.

Auch hier wollen wir uns ein Bild von den Koordinatenflaichen machen. Am Einfachsten
ist es, die Fliachen r = const zu bestimmen: dies sind konzentrische Kugeloberflichen mit
dem Radius 7 um den Ursprung. Um sich ¥ = const vorzustellen, lassen wir den Strahl
OP um die z-Achse rotieren (dabei bleibt ja gerade ¥ konstant). Es entsteht ein Biindel
von Kegeln, deren gemeinsame Spitze im Ursprung liegt und die fiir ¥ < 90° nach oben
und fiir ¢ > 90° nach unten gedffnet sind (¢ = 90° entspricht der , Aquatorialebene®).
@ = const schliellich stellt analog zu den anfangs vorgestellten Zylinderkoordinaten ein
Ebenenbiindel dar, welches senkrecht auf der xy-Ebene steht und — facherartig aufge-
spannt — stets die z-Achse als gemeinsame Gerade enthélt.

Die Basisvektoren e,, ey, e,, die wir spéter zur Umrechnung der Differentialoperatoren
grad, div und rot brauchen, berechnen wir analog zu den Formeln (14):

ox
ar sin ¥ cos ¢
or or
— = % = | sind¥sing |, |=—|= \/si11219((3082g0—l—sin2 )+ cos?Y =1,
or " or
9z cos
ar
sin ¥ cos ¢ ,
e, = | sindsing | =] ¢ |, (86)
cos z
5o 9
o9 r cos 1 cos ¢
or 5 or
— = &% | = | rcosdsin . |=—| = Vr2cos?V +r2sin®9 = r,
o0 | s 55| =V
9z —rsin
o9
cos U cos
ey = | cosdsing |, (87)

—sind

"Im Englischen auch als ,co-latitude* bezeichnet; im Gegensatz und nicht zu verwechseln mit dem
Komplementwinkel 90° — ¥ (,latitude).
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(83)

or 9 —7rsindsin ¢ 9
—=| 5 | =| rsindeosp |, |F=|= \/7“2 sin? 9 (sin® ¢ + cos? ) = rsin v,
O¢p 0 0 9
e
. __Y
—Simme rsind

€y = oS - 7‘5?1119

0 0

Da die Basisvektoren stets Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien sind, ist es mit-
unter niitzlich, auch Letztere zu bestimmen. Mit Kenntnissen aus der sphérischen Trigo-

nometrie finden wir leicht:

¥, p = const, r beliebig
@, = const, ¥ beliebig

Geraden durch den Ursprung),

GroBkreise mit dem Durchmesser auf der z-Achse),

r, ¥ = const, ¢ beliebig (Kleinkreise um die z-Achse parallel zur zy-Ebene).

Eine Uberpriifung auf das Vorhandensein eines Orthonormalsystems ergibt:

sin ) cos ¢
sin ¢ sin
cos v

cos ¥ cos
cos ¥ sin
—sind

€y €, =

—sin
CoS ¢

0

e, e =

cos U cos
cost¥sing | =0,
—sind

—siny
CoS ¢ =0,
0

sin ¥ cos ¢
sinvsing | =0
cos v

und wegen der in Anlehnung an (14) bereits erfolgten Normierung natiirlich auch

[? =

le, e -e. =1,

leg|” = ey ey =1,

le " = e, e, =1.

Rechnen wir auch hier analog zu (22) bis (24) die Vektorprodukte nach:

€,

€y €. —sinp
e, xey=|sinvcosp sindsingp cos? |= cos =e,
costcosp cos¥singp —sind 0
€z €y €: sin v cos @
ey X e, = | costcosp costsing —sind |= | sindsinp | =e,
—sin g cos ¢ 0 cos v
€y €y € cos ¥ cos
€, X € = — Sjn(p COS ¢ 0 = COSﬁSngO = ey.
sinvcosp sinvsing cosv —sind

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

Das Kugelkoordinatensystem ist somit ebenso wie das Zylinderkoordinatensystem ein
rechtshiandiges orthogonales Koordinatensystem.
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§16. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Kugelkoordinaten. In Anlehnung
an §6 wollen wir jetzt den Ortsvektor r zweimal differenzieren, um allgemeine Ausdriicke
fiir die Geschwindigkeit 7 und die Beschleunigung 7 in Kugelkoordinaten zu gewinnen.
Dazu berechnen wir zundchst wiederum die Ableitungen der Basisvektoren nach der Zeit:

¥ cost cos o — psindsin g

é, = | dcostsinp+ ¢sindcosy | =dey + ¢sin Ve, (96)
—1sin
—9sin® cos p — ¢ cos ¥ sin _
ey = | —Usindsinp+ pcosdcosp | = —ve, + pcosve,. (97)
—1J cos v

Wir sehen, dass sich é, und ey gerade als Linearkombination der jeweils anderen beiden
Basisvektoren ergeben. Ist dies auch fiir é, der Fall? Differenzieren wir (88) in Analogie
zu (96) bzw. (97), erhalten wir

—( oS Y
e,=| —¢singp |,

0

was sich augenscheinlich schwerlich durch e, und ey, (86) und (87), ausdriicken ldsst. Mit
einem kleinen Trick geht es aber doch, indem wir einfach die Beziehung (93) differenzieren
und die Ergebnisse (96) und (97) benutzen:

€, =€, Xey+e Xéy= (’19619 + ¢sinde,) X ey + €, X (—ﬁ‘er + ¢ cose,)
= —psinde, — pcosvey. (98)
Nun lautet im Unterschied zu (28) der Ortsvektor in Kugelkoordinaten simpel
r=re, (99)

(erinnern wir uns, dass hier e, bereits in alle Raumrichtungen zeigt, wihrend sich e, in
Zylinderkoordinaten lediglich in der z, y-Ebene bewegt), woraus sich die Geschwindigkeit

P =re, +re, =re, +rdey + rsinde,, (100)

berechnet. Bei der Beschleunigung schliefSlich miissen wir schon sehr aufpassen, um keinen
Summanden bei der Anwendung der Produktregel zu vergessen:

P = (ie, + 1é,) + (Meg + rdey + riéy)
+ (r¢sinde, + r@sinde, + ¢ cos Ve, + rsinde,,)
= (# —r0? — r¢?*sin® ¥)e, + (ri) + 279 — rp? sin ¥ cos V) ey
+ (rpsin® + 2@ sin g + 2rdyp cos e, (101)

Dies ist ein recht beeindruckendes Ergebnis, nicht wahr?

§17. Jacobische Funktionalmatrix in Kugelkoordinaten. Analog zu unserer Vorge-
hensweise bei der Einfiihrung der Zylinderkoordinaten geben wir auch hier die Jacobische
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Funktionalmatrix J und ihre Inverse an:

ar 99 ¢ sinvcosp rcostcosp —rsindsingp
J=1| 5 & a5 | =| sinvsing rcosdsing rsindcose |, (102)
9z 9z 9z cos v —7rsind 0
or 09 Oy
% g—; % sindcosy  sindsing cos v
-1 _ 99 99 9Y — | 1 1 i _Llg
Jo=1 % o o | = reosvcosp [cost¥sing —sind (103)
dp Odp Oyp __lsing lcosgp 0
or Oy 0z 7 sin ¥ r sin ¢
mit
det(J) = r*sin . (104)

Man beachte det(J) > 0 (d. h. e,, ey, e, bilden ein Rechtssystem), welches letztendlich
den Grund dafiir liefert, die Koordinaten in dieser Reihenfolge r, ¥, ¢ einzufiihren und ¢
von 0 bis 7 laufen zu lassen.

Die kartesischen Basisvektoren e,, e,, e, lassen sich nun in Analogie zu den Transforma-
tionsformeln (36) bis (38) wie folgt im Dreibein e,, ey, e, darstellen:

e, =sinvcosye, + costcospey —sinpe,, (105)
e, =sindsinpe, + cos¥sinyp ey + cospe,, (106)
e, = cosve, —sinv ey. (107)

Dasselbe gilt auch fiir die kartesischen Vektorkomponenten F, F},, F.

F,=F-e,=(Fe + Fyeyg+ Fpe,) - (sintcosype, +costcospey —sinpe,)

= sin ¥ cos F, + cos v cos pFy — sin pF, (108)
F,=F e, = (Fre, + Fyey+ F,e,) - (sind¥sinpe, +costsingpey + cospe,)

= sin ¥ sin @ F, + cos¥sin pFy + cos pF, (109)
F.=F e, = (Fre + Fyey + Foe,) - (coste, —sind ey)

= cosVF, —sindFy (110)

bzw. umgekehrt (in Analogie zu (40) bis (42))

F, sin ¥ cos ¢

F.=| F, sinvsinp | =sind cos pF, + sin¥ sin pF, + cos I F}, (111)
F, cos v
F, cos U cos ¢

Fy=| F, cos¥sing | = cosdcos pF, + cosVsin pF, —sinVF, (112)
F, —sin ¥
E, —sinp

F,=| F, cos = —sinpF), + cos pF,. (113)
F, 0
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8§18. Gradient, Divergenz und Rotation in Kugelkoordinaten. Im Folgenden wer-
den die Darstellungen von grad, div F' und rot F' in Kugelkoordinaten angegeben. Der
geneigte Leser kann diese Zusammenfassung zum Nachschlagen verwenden; es bietet sich
aber ebenso an, diese Formeln ,zu FuB“ als Ubung nachzurechnen. Beim Gradienten ist
es dieselbe Vorgehensweise wie bei der Ableitung der Gleichungen (46) bis (50) in Zylin-
derkoordinaten, bei der Divergenz und der Rotation sind es die Formeln (53) bzw. (56)
und (57).

W10 1 oy

di) = e, - e 114
grady = or i r a0 © o’ rsin g Op G (114)
oF, 2 10Fy = cotd 1 OF
v F = r ‘R L %)
div or r T+r819 * r 19+rs.inz? Op
10,, 1 0 1 OF
— — 22k OF Y 115
r2 Or (k) + rsin v 819(8111 v+ rsind dp (115)
1 J(sinvF,) OFy 1 1 OF, O(rky)
t FF = v, . ¥
o rsinv ( oV Oy L r \sind Op or «
1 8(TF19) GFT
5 ( or o0 )
. e, rey rsinve,
_ o 9 0
T r2ging | o 99 a9 ' (116)
F, rFy rsindF,

19. Beispiele. 1. Berechne gradr. — Mit r = /22 + y2 + 22 ist: & =2 90 — ¥ ypd Ir — =
p g Y ox r
also gradr = E somit der Einheitsvektor in r-Richtung.

2. Nach (51) gilt stets: divr = am + a % = 3. Aber auch nach (53) gilt mit F =r, F,. =r,

F@ZO,Fzzz:dlvr:;%Jr%_3bzw.nach(115)mitF:r,Frzr,F,g:szo;

divr = T%ag:) =3.

3. Fiir rot r folgt nach (54), (57) und (116):

e e, e, e re, e, e, rey rsinde,
otr=| 2 2 o |_1la o o |__1 |2 o o |_g
T | 0z 9Oy 0z | r or dp oz | r2gin ¥ or oY e -
r Yy oz r 0 =z r 0 0
1 00
4. Im Unterschied zum Beispiel 1 ist gradr =Vr=1=| 0 1 0 | die sog. Finheitsdyade;

0 01
infolgedessen ist jede Richtungsableitung von r dem Einheitsvektor dieser Richtung selbst gleich.

5. Wie lauten grad .- L und div grad ; 19 Es gilt mit beliebigem Exponenten k: Vr* = krF=1 Vi =

krk— 17' msbesondere grad - L ;213: = ;r Mit V - r = 3 (Beispiel 2) folgt daraus:
. 1 r 1 1 r-r 3
dlvgradT:—VT?)Z—(VrS)7‘—7,3V’I’:3T5—T3=0 <117)

Mithin gentigt % der LAPLACEschen Gleichung A% = 0 in allen Punkten des Raumes aufler im
Ursprung r» = 0.
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6. Man berechne div(¢)F x G). — Nach der Produktenregel folgt
1

1 N
divpF xG)=V-(F xG)+V-(¥F x G).

Der erste Summand ist nach (63) gleich gradvy - (F x G) und der zweite nach (64) gleich

(G -rot F — F - rot G), also

divipF x G) =grady - (F x G) + (G -rot F — F - 10t G). (118)

7. Wegen (82) rot grad 1) = 0 gilt stets: rot(F +grad ) = rot F', d. h., ein Gradientenfeld hat als
Summand im Argument einer Rotation keinerlei Einfluss. Ebenso gilt: div(F +rot G) = div F.

8. Fiir rot(y»F x G) erhalten wir mit Hilfe von (67)
'

L —_——
rot(YF x G) =V x (YF xG)+V x (Y F x Q)
= (V9) % (F x G) + 4|V x (F x G)
=grady x (F x G) +¢¥(G - grad)F — ¢(F - grad)G + ¢ F divG — G div F
=[G -grad¢ + ¢ divG + (G - grad)| F

— [F -grady + ¢ div F + ¢(F - grad)] G. (119)

9. Man gebe F' x rot G in kartesischen Koordinaten an. — Es ist

oGy 0G 2 0Gg oG
Fy ox 6y)_FZ( _8:1:)

8G., oG 9G 0G4
FxrotG=| F. (% %) -, (% - %)
G, _ 9G. G, _ 9G

Fa“(@z ax) y(ay_T;I)
§20. Laplace-Operator in Zylinder- und Kugelkoordinaten. Um den Laplace-
Operator in Zylinderkoordinaten auszurechnen, gehen wir von (46) aus:

oY op 1 .
or P 7T ay
@_ﬁ(%> .ﬁ+£<3_¢) o
Ox? Or \Ox) Ox Op \ Ox oz
= cosgog (cos gpa—¢ — lsmgoéwj> — 1s1ng0i (cosgoa—w — ls1ncpa¢)
or ar Op r dp ar r Op
1 oY 1 oy 1 (92/1 1 0%
—sm @a 5

82
= COS (pa—lé}—i-—smgpcos{pa +—Sln2g08 —l——SlIl(,OCOSgD8

8¢ = sin 8—¢+lcos 6¢
—Sey, Yop

dy
O _ 0 (opN or 0 (04 O¢
oy2  Or\ody/) Oy O¢p \ 0y Ay

= sin ﬁ sin a—w —i— — COS oy —|— - cos 3 sin 8_¢ + 1Cos 8_1#
—omeE PP, Yo, Yoo \PM e T E ¥,

= sin? 62_¢ — l si cos 8_@/} + l0052 oY 1 — 5 cos oY —i— 1 cos 62¢
R P SR G A 7 opr
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Das ergibt zusammen mit der zweiten Ableitung nach z:

2 19y 19 0%

Aty — i - 120
4 82+7’8r+r28g0+8z2 (120)
o 0% 0%

— - Sl ST 121
7“(97"( 8r)+r23302+8z2 (121)

Hier lauert ein gemeiner Fallstrick, wenn man etwa versucht, nach (50)

0 10 0
V= T ragt 5o

mit sich selbst skalar zu multiplizieren. Dann fehlt ndmlich der zweite Summand in (120)
(warum?).

Dasselbe konnen wir nun in Kugelkoordinaten durchfiithren, was der geneigte Leser zur
Ubung ruhig selbst einmal mit Bleistift und Papier tun sollte. Zur Kontrolle der eigenen
Rechnung werden nachfolgend die Zwischenergebnisse angegeben:

o . o 1 oY 1singp 8w

— :smﬁcosgoa——i- —coscos p— — —
roor

Ox 0¥  rsind 830
oy oy 1 oY 1cosp
5’y smﬁsmgpar + . cosﬁsmapaﬁ + F sind 9y
o o 1 o
M —cosﬁar — 3111198?9
2 2
% = % cos? ¥ cos? gpgw + E sin gog—w + sin? 9 cos® gp% — % sin ¥ cos ¥ cos® gpgzg
1 . oy 1 oy 1, oY
+ = cot 1 sin® npa—ﬁ + 7°_2 cos® 1 cos? gow + ﬁ sin  cos 908—
! —sm pCosp Oy + — cot2 ¥ sin ¢ cos % s1n il 822/1
r2  sin?d Oy 14 S06’ 2 sin? o 8g0
0?1 , oy 1 o 82¢ 2 . o
8_y2 = cos? ¥ sin® 2y + —cos 2y + sin? ¥ sin? Yoz ﬁsmﬁcosﬁ:ﬂnQ X
1 oy 1 0%y 1 o
+ T—COtﬁCOS @819 + 3 ©08 29 sin? gow — T—smgocosgpa
lsinpcospdy 1 5 . . oY 1 cos?pd*Y
r2  sin?¢  Op  1? cot” ¥sin i cos ) r2 sin? ¥ Op?
0?1 o 0% o 1 ., 0%
822—;5111 198 + cos? 1982 smq?cosﬁa—ﬁ—i-—m 198192
Dies zusammengenommen, liefert schlielich
82¢ 200 1 0% o 1 0%
A= G g g T g o (122)
B 5 O 1 0 o 1 0%
7“2 or (T 67‘) * r2sin ) 90 (Smﬁaﬁ) * r2sin® 0 92’ (123)
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