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A ANHANG: Fehlerrechnung (Messabweichungen)
Al Arten und Ursachen von Messabweichungen

Jeder Messwert ist mit einer mehr oder weniger grof3en Messabweichung behaftet. Der wahre
Wert einer MessgroRe X bleibt deshalb unbekannt. Messabweichungen (friiher allgemein als
Messfehler bezeichnet) werden zum einen hervorgerufen durch objektive (vom Beobachter un-
abhéngige) Einflussfaktoren, wie z. B. Schwankungen von Temperatur, Luftdruck, elektrischer
Spannung u. a., zum anderen durch subjektive Faktoren, die vom Beobachter abhéngen, wie
Ubung, Sehschérfe, Schatzvermdgen usw. Nach der Art ihrer Auswirkung auf den Messwert
unterscheidet man zwischen systematischen und zufélligen (statistischen) Abweichungen, die
beide subjektiv wie objektiv bedingt sein kdnnen.

Systematische Messabweichungen haben ihre Ursache im Messverfahren (Fehlanzeigen der
Instrumente infolge falscher Eichung oder Justierung, falsches Messprinzip, konstante Ab-
weichung von den vorgeschriebenen Versuchsbedingungen oder Vernachldssigung bestimm-
ter, stets gleich bleibender Einfliisse auf das Experiment, z. B. des Luftauftriebs bei Prazisi-
onswagungen u. a.). Sie bewirken, dass die Messwerte stets um einen konstanten Betrag und in
gleicher Richtung (plus oder minus) vom wahren Wert der MessgroRRe abweichen. Systemati-
sche Messabweichungen sind daher auch durch Wiederholung der Messung nicht zu erkennen
und im Mittelwert von Messreihen in vollem Umfang mit enthalten (misst man beispielswei-
se mit einem falsch geeichten MaRstab, so bleibt das Ergebnis auch bei oftmaliger Messung
falsch). Sie sind aber prinzipiell vermeidbar, wenn auch oft nur mit betrdchtlichem experimen-
tellen Aufwand und groRer messtechnischer Erfahrung.

Zufallige Messabweichungen schwanken nach Grofie und Vorzeichen; sie sind fir den ein-
zelnen Messwert grundsétzlich unbekannt und machen ihn unsicher. Diese nicht vermeidbare
Zufallsstreuung der Messwerte wird mit statistischen Methoden abgeschatzt (s. Abschnitt A.3).
Zuféllige Messabweichungen werden durch Ungenauigkeiten beim Ablesen von Messinstru-
menten, z. B. beim Schétzen von Skalenteilenzwischenwerten, durch regellose Stérungen der
Messbedingungen, wie z. B. Schwankungen der Netzspannung, zeitliche Anzeigeschwankun-
gen digitaler Messinstrumente um den eigentlichen Messwert u. a., hervorgerufen. Ihr Einfluss
wird geringer, wenn die betreffende Grof3e unter genau gleichen Bedingungen mehrmals gemes-
sen und aus den einzelnen Messwerten der arithmetische Mittelwert als Messergebnis gebildet
wird. Wird eine GroRe nur einmal gemessen, so kann die zuféllige Abweichung nur pauschal
abgeschétzt werden (vgl. A.2).

A.2 Ermittlung von Messabweichung und Messergebnis

Die Messabweichung setzt sich aus der systematischen und der zufélligen (statistischen) Ab-
weichung zusammen, welche getrennt voneinander zu ermitteln sind. Die Summe aus beiden
ergibt die mogliche Grotabweichung, welche fir die Messgenauigkeit magebend ist.

Korrektion. Die durch ein Messgerat verursachte systematische Abweichung wird durch Ver-
gleich der Anzeige des Gerates mit der eines (sehr viel genaueren) Normalgeréates festgestellt.
Durch eine Messung mit dem Normalgerat erhdlt man den als ,,richtig” geltenden (konventionell
richtigen) Wert x;, der als sehr guter Naherungswert fiir den wahren Wert der Messgrolie ange-
sehen werden darf. Anstelle der einmaligen Anzeige x des zu priifenden Messgerétes ermittelt
man, um zufallige Abweichungen (Messwertstreuung) mdglichst auszuschlieRen, besser den
arithmetischen Mittelwert X einer Wiederholmessreihe, bestehend aus den n Einzelmesswerten
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X1, X2, ..., Xn:

X (Mittelwert). (1)

n
_ 1
X =—
n

i=1
Die festgestellte systematische Abweichung ist dann A = X — X;, und fir den richtigen Wert
folgt damit x, = X — A = X + K, wobei K = —A die (positive oder negative) Korrektion

darstellt, mit der jeder vom zu priifenden Messgerat angezeigte Wert x bzw. erhaltene Mittelwert
X der Wiederholmessreihe (durch Addition derselben) zu berichtigen ist.

Beispiel: Mit einem Flissigkeitsthermometer (Skalenteilungswert 0,1 °C) wird als Mittelwert einer Wie-
derholmessreihe eine Temperatur von ¢ = 20,15°C erhalten. Als richtiger Wert wird mit einem Nor-
malthermometer (Platinwiderstandsthermometer) o, = 20,01°C ermittelt. Die festgestellte systemati-
sche Abweichung der Anzeige des Fliissigkeitsthermometers ist A = ¥ — 9, = 0,14°C, womit sich als
Korrektion K = —0,14°C ergibt. Jeder mit dem Flissigkeitsthermometer (zu groR) gemessene Wert ist
zwecks Ausschaltung der systematischen Abweichung durch Addition von K zu berichtigen.

Ganz entsprechend ist auch eine durch duRere Einfliisse oder ein bestimmtes (u. U. falsches)
Messprinzip hervorgerufene systematische Abweichung, welche hdufig durch Rechnung ermit-
telt werden kann, zu korrigieren.

Beispiel: Wird bei der Wagung eines Korpers, z. B. zur Bestimmung seiner Dichte o = m/V (m Masse,
V Volumen des Korpers), die Auftriebskraft in der umgebenden Luft nicht berlicksichtigt, so wird dessen
Masse nach dem ARCHIMEDischen Prinzip (vgl. 14.2) um die Masse der durch den Kdrper verdrangten
Luft o, V (oL Dichte der Luft) zu klein gemessen, also zu m — o, V. Entsprechendes gilt bei Verwendung
einer Zweischalen-Analysenwaage auch fir die auf der anderen Waagschale befindlichen Wégestiicke
mit der Masse m*, dem Volumen V* und der Dichte ¢*, so dass folgende Gleichgewichtsbedingung gilt:

m—-oV=m"—pgV* bzw. m=m*+o (V-V?").

Die durch den Luftauftrieb bewirkte systematische Abweichung vom zu bestimmenden Wert m ist also
—oL(V — V*) und somit die ,,Korrektion“ o, (V — V*), welche zur Masse der aufgelegten Wagestiicke
zu addieren ist. Da im Allgemeinen nicht V*, sondern die Dichte o* bekannt ist, erhdlt man nach Um-
formung obiger Beziehung

m*
m=m*(1—&>+QLV oder Q=—(1—&>+QL.
0* v 0*

Fehlergrenze. Die Ermittlung der Korrektion ist fir Messeinrichtungen unter Laborbedingun-
gen, insbesondere unter Praktikumsbedingungen, sowie in der betrieblichen Messtechnik nicht
ohne weiteres moglich. Als systematische Abweichung wird daher im Allgemeinen die vom
Hersteller des Messgerdtes garantierte, in Normen oder Eichordnungen festgelegte und/oder
am Gerdat angegebene Fehlergrenze angesetzt. Sie gibt an, innerhalb welcher Grenzen der vom
Messgerat angezeigte Wert x vom ,richtigen Wert“ x; (s. 0.) nach oben oder unten abweichen
darf.

Viele Messeinrichtungen sind hinsichtlich ihrer Fehlergrenze in Genauigkeitsklassen eingeteilt, z. B.
analoge elektrische Messgeréte u. a. in die Klassen 0,05; 0,1; 0,5; 1; 1,5. Die Klasse gibt hier an, wie
viel Prozent vom jeweiligen Messbereichs-Endwert bzw. der Skalenteilung die systematische Abwei-
chung des angezeigten Wertes maximal betrédgt. Bei digitalen Messgerdten setzt sich die systematische
Abweichung aus mindestens zwei Anteilen zusammen, einem Grundfehler der jeweiligen Baugruppe in
Prozent des Messwertes und einem Digitalisierungsfehler, angegeben in digit (kleinster Ziffernschritt),
z. B. 0,4% + 3. Gelegentlich kommt noch ein Betrag hinzu, der wie bei analogen Messgeraten in Prozent
des Messbereichs-Endwertes angegeben wird. Die entsprechenden Angaben finden sich jeweils in den
Bedienungsanleitungen der Messgeréte.
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Groldtabweichung. Zusatzlich zur systematischen Abweichung ist im Messergebnis die zufalli-
ge Abweichung zu berlicksichtigen. Bei nur einmaliger Messung mit einem analogen Messgerat
wird fir diese pauschal in der Regel ein halber Skalenteilungswert angesetzt, ebenso, wenn ei-
ne Grolie nur wenige Male gemessen wird (s. untenstehendes Beispiel 2). Wird zur Erhdhung
der Genauigkeit die gesuchte GroRe in einer Messreihe aus mindestens finf Messungen be-
stimmt, und weisen die Messwerte eine Streubreite auf, die mit der Fehlergrenze des Mess-
geréates vergleichbar ist, wird die zuféllige Abweichung auf statistischem Wege nach Gleichung
(5) ermittelt. Bei digitalen Messgeraten wird die zufédllige Abweichung aus den die Fehler-
grenze uberschreitenden zeitlichen Schwankungen des Anzeigewertes abgeschétzt (s. Beispiel
3 unten).

Die Summe aus systematischer und zufélliger Messabweichung ergibt die Groltabweichung
AX des Messwertes x vom wahren Wert X. Dieser liegt dann mit Sicherheit im Intervall (x —
AX) < X < (X + AX), d. h,, es gilt X = x & Ax oder, wenn wir anstelle des Einzelmesswertes
X wie oben den besseren, von Messwertstreuung weitgehend freien Mittelwert (1) aus mehreren
Messungen benutzen,

_ _ AX _
X=X+ Ax oder X =X (1 + ?> (Messergebnis). (2)

Aussagekréftiger als die absolute Abweichung Ax ist oft die relative Abweichung Ax /X bzw.
prozentuale Abweichung (100 - Ax/X)%, z. B. beim Vergleich verschiedener Messmethoden
bzw. der Messgenauigkeit verschiedener MessgroRen (s. Beispiel 1 unten).

Rechengenauigkeit. Da Messwerte Naherungswerte sind, werden ihre Zahlenwerte gerundet. Dabei ist
die Anzahl der geltenden Ziffern im Zahlenwert der ErgebnisgréRRe abhangig von der GroRe der Messab-
weichung. Als geltende Ziffern eines Ndherungswertes bezeichnet man alle Ziffern auer den Nullen, die
links von der ersten von null verschiedenen Ziffer stehen. Die Zahlen 38,2; 0,004 85 und 0,680 haben
drei geltende Ziffern. Die Messabweichung wird im Endergebnis grundsétzlich nur mit einer oder zwei
geltenden Ziffern angegeben; dabei ist stets aufzurunden. Der Zahlenwert der ErgebnisgroBe ist dann
bis auf diejenige Stelle genau anzugeben, auf die sich die letzte der geltenden Ziffern der (gerundeten)
Messabweichung noch auswirkt, also z. B. 25,31 4 0,54 oder gerundet 25,3 &+ 0,6 (nicht 25,3 £+ 0,54
oder 25,312 £ 0,54).

Beispiele: 1. Eine Strecke L von a) 10 cm; b) 1 km soll auf 1 mm genau ausgemessen werden. Wie viel
Prozent Messabweichung dirfen bei dem jeweils verwendeten Langenmessgerat maximal zugelassen
werden? — Losung: Die relative Abweichung betrdgt im Fall a) AL/L = 0,01, entsprechend 1%. Diese
Genauigkeit ist mit einfachen L&ngenmessgeraten zu realisieren. Im Fall b) ergibt sich dagegen eine
relative Abweichung von nur 10-8, d. h. 0,0001%! Eine solche Genauigkeit ist nur bei Verwendung von
Prézisionslangenmessgeraten (z. B. Laserentfernungsmesser) zu erreichen.

2. Ein elektrischer Spannungsmesser der Genauigkeitsklasse 1,5 habe einen Messbereich von 100 V bei
einem Skalenteilungswert von 1 V. Dreimalige Messung einer Spannung U mit diesem Gerat ergab die
Werte 81, 80 und 80,5 V. Wie lautet das Messergebnis? — Losung: Die Fehlergrenze betrégt 1,5% von
100 V, also 1,5 V (systematische Abweichung). Hinzu kommen 0,5V (= 1/2 Skalenteilungswert) als
zuféllige Abweichung, womit sich als GroRtabweichung AU = 2,0V ergibt. Mit dem Mittelwert (1)
U = 80,5V erhalten wir nach (2) U = (80,5+2,0) V = 80,5(1 +0,025) V, entsprechend 2,5%
Abweichung. Das Messergebnis sagt aus, dass der wahre Wert der gemessenen Spannung zwischen 78,5
und 82,5 V liegt.

3. In einem Kalorimeter wird zur Messung der Mischungstemperatur © ein Digitalthermometer benutzt,
als dessen Fehlergrenze G = 0,06°C + 0,02% + 1 angegeben ist. Der kleinste Ziffernschritt betragt
0,1°C. Die Thermometeranzeige lautet 52,1 °C, wobei wahrend der Anzeige Schwankungen um diesen
Wert von 1 digit beobachtet werden. Wie lautet das Messergebnis? — Ldsung: Die groitmogliche sy-
stematische Abweichung, entsprechend G, betrdgt 0,06 °C + 0,01°C (= 0,02% von 52,1°C) + 0,1°C
(= 1digit) ~ 0,2°C. Dadie Anzeigeschwankungen noch innerhalb der Fehlergrenze liegen, braucht eine



518 A ANHANG: Fehlerrechnung (Messabweichungen)

zusétzliche zufallige Abweichung nicht berticksichtigt zu werden. Es ist also A® = 0,2 °C (Groltabwei-
chung), womit als Messergebnis folgt ¥ = (52,1 + 0,2) °C oder ¢ = 52,1(1 £ 0,004) °C, entsprechend
0,4% Abweichung.

A3 Zufallsstreuung von Messwerten

Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, aus den in einer Messreihe ermittelten n Messwer-
ten X; = X1, X2, ..., Xn Aussagen Uber die zufallige Messabweichung zu gewinnen. Messrei-
hen sind nur sinnvoll, wenn die betreffende Grélie mindestens fiinfmal gemessen wird und der
Streubereich der Einzelmesswerte x; groRer ist als die Fehlergrenze des Messgerates. Anderen-
falls liegt der wahre Wert der Messgrofie mit Sicherheit innerhalb des durch die Fehlergrenze
vorgegebenen Bereiches.

W(X) 0,28 An; =13
0,24 |
0,20 9
0,16 | ot \ 8
0,12 | 5
0,08 | ;
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\
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Bild A.1. Histogramm der H&ufigkeitsverteilung w(x;) einer Messreihe aus 50 Messungen
(Messwerte x; nach Tabelle A.2) sowie die zugehdrige Kurve der GAUssschen Normalver-
teilung nach Gleichung (3) fir u = X = 10,006 und o = s = 0,015.

Tragt man die Messwerte x; wie in Bild A.1 auf der Abszisse eines Koordinatensystems auf
und unterteilt man dieselbe in lauter kleine, gleichgrol3e Intervalle Ax, so gilt fur die Anzahl
der Messwerte Ani, die in das Intervall zwischen x; und x; 4+ AXx fallen:

AN = w(Xj)n AX.

Diese Zahl hdngt, wie leicht einzusehen, von der Anzahl n der Messungen insgesamt sowie von
der Intervallbreite Ax ab, ganz entscheidend aber noch von einer Verteilungsfunktion w(x;),
welche angibt, wie sich die Messwerte x; auf die einzelnen Intervalle verteilen. Das Produkt
w(X;) Ax = An;/n ist ein Mal} fiir die Wahrscheinlichkeit (relative Haufigkeit), mit der ein im
Intervall zwischen x; und x; + Ax liegender Wert gemessen wird.

Tragt man tber dem jeweiligen Intervall Ax balkenformig die relative Haufigkeit An;j/n der
in das Intervall fallenden Messwerte auf, so erhdlt man das Histogramm der Messreihe (Bild
A.1). Wird die Anzahl der Messungen vergroRert und die Intervallteilung zunehmend verfeinert,
nahert sich die Verteilung der Messwerte immer mehr einer ,,Glockenkurve® an, die durch

2
e—% (GauRsche Normal-

o 21 verteilung)

w(X) =

3)
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beschrieben wird. Die Funktion w(x) ist zum h&ufigsten Wert, dem Erwartungswert u, sym-
o0
metrisch und durch den Faktor 1/+/27 02 auf die Wahrscheinlichkeit [ w(x)dx = 1 nor-

—0o0

miert, entsprechend der Bedingung, dass zwischen —oo und 400 100% der Messwerte X liegen
miussen. Die GroRe o (bzw. die sog. Varianz o2) ist ein MaR fiir die Breite der Verteilung w(x)
und wird als StreumaR fiir die zuféallige Abweichung eines Messwertes x; vom Erwartungswert
u benutzt.

Die GAuUss-Kurve gibt die Verhdltnisse fir n — oo wieder; im allgemeinen kann diese Vor-
aussetzung fiir n g, 200 als erfiillt gelten. In der Praxis ist jedoch die Anzahl der Messwerte
meist wesentlich kleiner. In diesem Fall lassen sich fiir den Erwartungswert o und die Varianz
o2 bzw. o aus der gemessenen Haufigkeitsverteilung w(x; ) Schatzwerte angeben. Nach GAUSS
ist der beste Schatzwert fir o der arithmetische Mittelwert X nach Gleichung (1) und fir o die
sog. Standardabweichung

I RS I ST
s = n_1Z;(x. X)2 = n_1<§x, nx). (4)

(Hinweis: Mittelwert X und Standardabweichung s lassen sich mit Hilfe eines Taschenrechners
im Statistik-Modus schnell berechnen.)

Tabelle A.1. Student-Faktor t

Anzahl der \ertrauensniveau

Messungen n 68,3% 95,4% 99,73% 99,994%
2 1,321 4,527 19,21 125,7

3 1,197 3,307 9,219 32,62
4 1,142 2,869 6,620 17,45
5 1,111 2,649 5,507 12,28
10 1,053 2,284 3,957 6,568
15 1,034 2,181 3,586 5,481
20 1,026 2,133 3,422 5,036
50 1,010 2,051 3,157 4,367
100 1,005 2,025 3,077 4,177
250 1,002 2,010 3,030 4,069
00 1,000 2,000 3,000 4,000

Bei einer geringen Anzahl von Wiederholungsmessungen ist der Mittelwert X als Schéatzwert
fur den Erwartungswert ., der dem wahren Wert X der Messgrofie am ndchsten kommt, sehr
ungenau. Denn nicht nur der einzelne Messwert x; streut um den wahren Wert X, sondern auch
der Mittelwert X einer Messreihe. Fir dessen zufallige Abweichung gilt mit (4)

Is (Streubreite des Mittelwertes, (5)
Jn zuféllige Messabweichung).

Dabei ist t ein vom Werteumfang n und von der geforderten statistischen Sicherheit, dem sog.
Vertrauensniveau, abhéngiger Wichtungsfaktor (hach STUDENT), der aus Tabelle A.1 zu ent-
nehmen ist. L&sst man z. B. eine Abweichung des Erwartungswertes x« vom wahren Wert nach
beiden Seiten von der GroRe der Standardabweichung o = s zu, so betrégt das Vertrauens-
niveau 68,3% (Flacheninhalt unter der GAuss-Kurve im Intervall © &+ o, Bild A.1). Fiur das
Streuintervall u + 20, wenn also vom Erwartungswert o weiter weg liegende, weniger haufig
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vorkommende Messwerte noch mit erfasst werden, ergibt sich ein Vertrauensniveau von 95,4%
und fur u &= 3o ein solches von 99, 7%.

Mit der zufélligen Abweichung (5) erhédlt man als Messergebnis fiir die Grolie X bei Abwesen-
heit systematischer Abweichungen:

ts
X=X+AX =X+ ——. (6)

n

Das Intervall zwischen X — ts//n und X + ts/./n wird Vertrauensbereich des Mittelwertes
genannt; die beiden Werte sind die untere und obere Vertrauensgrenze.

Tabelle A.2. Messreihe fur die Schwingungsdauer T

Xj Xji — X (Xi — 7)2 Xj Xji — X (Xj — 7)2
S 103s 10°6¢? S 103s 10°6¢?
9,972 -34 1156 10,006 0 0
9,975 -31 961 10,008 +2 4
10,008 +2 4
9,980 —26 676 10,009 +3 9
9,982 24 576
9,985 21 441 10,010 +4 16
9,987 —-19 361 10,012 +6 36
9,988 —18 324 10,012 +6 36
10,012 +6 36
9,991 -15 225 10,014 +8 64
9,992 -14 196 10,014 +8 64
9,993 -—-13 169 10,015 +9 81
9,995 -11 121 10,015 +9 81
9,995 -11 121 10,017 +11 121
9,995 11 121 10,019 +13 169
9,997 -9 81
9,997 -9 81 10,020 +14 196
9,998 -8 64 10,020 +14 196
10,022 +16 256
10,000 —6 36 10,023 +17 289
10,000 —6 36 10,023 +17 289
10,003 -3 9 10,024 +18 324
10,003 -3 9 10,026 +20 400
10,003 -3 9 10,028 +22 484
10,004 -2 4
10,004 -2 4 10,030 +24 576
10,005 -1 1 10,032 +26 676
10,005 -1 1 10,032 +26 676

> % =500,3s, X =500,3s/50=10,006s, > (xi—X)=0s5,
S (% —X)2=10866-10"°s% s=,/-1 3 (x —X)2=0,015s,

Beispiel: Die Schwingungsdauer T eines Sekundenpendels (Dauer einer Halbschwingung T/2 = 15)
soll zum Zwecke der Messung der Fallbeschleunigung g (vgl. Abschnitt A.4) mdéglichst genau bestimmt
werden. Dazu wird eine Messreihe mit 50 Messwerten aufgenommen (Tabelle A.2). Jeder Messwert X;
gibt die Dauer von 10 aufeinander folgenden Halbschwingungen an; es ist also x; = 5T; oder T; = x; /5.
Die Messwerte sind in der Tabelle nicht in der Reihenfolge ihrer Beobachtung aufgefiihrt, sondern nach
der GroRe geordnet und in Gruppen zusammengefasst, entsprechend der Intervallteilung |Ax| = 0,01 s
in Bild A.1, in dem das Histogramm der Messreihe dargestellt ist. Systematische Fehler der elektroni-
schen Zeitmesseinrichtung werden ausgeschlossen.

Gesucht ist die Standardabweichung und der Vertrauensbereich des Mittelwertes fur ein Vertrauensni-
veau von 95%. Wie lautet das Messergebnis fiir die Schwingungsdauer T? — Lésung: Aus den in der
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Tabelle A.2 aufgefiihrten 50 Messwerten x; folgt als Mittelwert (1) X = 10,006 s. Die Standardab-
weichung (4) wird damit s = 0,015 s. Fir das geforderte Vertrauensniveau ist nach Tabelle A.1 der
STUDENT-Faktor t ~ 2. Damit erhélt man als zuféallige Abweichung des Mittelwertes (5) AX = 0,005 s
(es ist stets aufzurunden) und somit als Vertrauensbereich X £ AX = (10,006 & 0,005) s. Es ist also
T =X/5 = 2,001sund AT = AX/5 = 0,001s, womit als Messergebnis fiir die Schwingungs-
dauer T = T + AT = (2,001 £+ 0,001) s folgt. Bei Vorhandensein einer systematischen Abweichung
(Berticksichtigung z. B. durch die Fehlergrenze G der Messeinrichtung, vgl. A.2) ergdbe sich nach (2)
T =T + AT mit der GroRtabweichung AT = AT + G.

A4 Fehlerfortpflanzung

Viele physikalische GrolRen kdnnen nicht direkt gemessen werden, sondern missen aus an-
deren GrolRen, die einer direkten Messung zugénglich sind und mit der gesuchten Grof3e in
einem funktionalen Zusammenhang stehen, berechnet werden (indirekte Messung; Beispiel:
Bestimmung des elektrischen Widerstandes R aus Messungen zusammengehdriger Werte von
Spannung U und Stromstérke | nach dem OHMmschen Gesetz R = U/I). Da jede der direkten
MessgroRen mit Messabweichungen behaftet ist, entsteht die Frage, wie sich die Abweichungen
AX, Ay, Az, ...der Eingangsgrofien x, vy, z, ..., von denen jede zur Erhohung der Genauigkeit
notigenfalls durch eine Messreihe zu ermitteln ist, auf die gesuchte GroRRe F = F(x,y,z,...)
auswirken (,,fortpflanzen). Gesucht ist also die Abweichung AF als Funktion von Ax, Ay,
AZ. ...

Einmalige Messung. Werden die Eingangsgroen x, vy, z, ... nur einmal gemessen, so dass eine
statistische Auswertung entfallt und fir jede von ihnen nur eine Grolitabweichung abgeschatzt
werden kann (vgl. Abschnitt A.2), so berechnet sich die GroRtabweichung der zusammenge-
setzten GroRe F nach dem linearen Fehlerfortpflanzungsgesetz

oF oF oF
AF =|—| A — 1A — 1A 7
'ax' ”‘ay' y+‘az' P ")

Darin sind 0F /ax, dF/dy, ... die partiellen Ableitungen der Funktion F nach den jeweiligen
unabhéngigen Variablen x, y, .... Man bildet z. B. 9F /dx, indem man F nach x differenziert
und dabei alle Gibrigen Variablen y, z, ... wie Konstanten behandelt. Ax, Ay, Az, ... sind wie
die Ableitungen in (7) als absolute Betrdge einzusetzen.

Haufig vorkommende Sonderfélle von Gleichung (7) sind:

GroRtabweichung von Summen und Differenzen. Es liege eine Abhdngigkeit der Form
F(x,y,z,...)=ax+by+cz+... (lineare Funktion)

mita, b, c, ... als Konstanten vor. Dann ist die absolute Abweichung von F:
AF = |a|AX + |b|Ay 4+ |c|AZ + ..., (8)

also gleich der Summe der mit den Betrdgen der Koeffizienten multiplizierten absoluten Ab-
weichungen der Einzelmessgrofien.

GroRtabweichung von Produkten und Quotienten. Die Abhdngigkeit sei von der Form
F(x,y,2z,...)=ax%yPz" ... (Potenzprodukt);

a,a, B, v, ...sind positive oder negative Konstanten. Dann ist die relative Abweichung von F:

AF AX Ay Az
— = |o|— — —+... 9
= IaIX+|ﬂ|y+|V|Z+ ; 9)
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also gleich der Summe der mit den Betréagen der Potenzexponenten multiplizierten relativen Ab-
weichungen der Einzelmessgrolien. Da die Vorzeichen der Potenzexponenten also keine Rolle
spielen, ist es fur die relative Abweichung der zusammengesetzten Grol3e gleichgtiltig, ob es
sich bei dieser um ein Produkt oder um einen Quotienten handelt.

Beispiel: Die Dichte eines Metallzylinders von 10 mm Durchmesser und 15 mm Héhe ist zu bestim-
men. Dazu werden mit einer Bugelmessschraube die Werte des Durchmessers und der Héhe zu D =
10,006 mm und h = 14,992 mm mit einer geschatzten Groftabweichung von AD = Ah = 0,015 mm
gemessen und mittels einer Analysenwaage die Masse des Zylinders zu m = 9265,2 mg mit Am =
1 mg ermittelt. Wie lautet das Messergebnis fiir die Dichte p? — Lésung: Aus o = 4m/(xD?h) =
4/7)m*DPhY mitaw = 1, B = —2 und y = —1 folgt nach dem linearen Fehlerfortpflanzungs-
gesetz (9): Ag/o = Am/m + 2AD/D + Ah/h. Aus den Messwerten fir m, D und h erhdlt man
o = 7,859 mg/mm?3 sowie Ap/o = 0,003 und somit Ap = 0,0030 = 0,024 mg/mm3. Es ist also
gerundet o = (7,86 % 0,03) g/cm? (Stahl). Aus dem Ausdruck fiir Ao/o geht hervor, dass der Zylinder-
durchmesser D besonders genau gemessen werden muss, um die Abweichung in o klein zu halten.

Messreihen. Wurden bei der indirekten Messung einer Grole F(x,y, z,...) die Eingangs-
grolen x, Y, z, ... durch je eine Messreihe ermittelt, so werden deren zufallige Abweichun-
gen (5) AX, Ay, AZ, ..., wenn diese voneinander unabhéngig sind, nach dem quadratischen
(GAussschen) Fehlerfortpflanzungsgesetz

AF = (BFA7>2+ (BFA_>2+ (aFAz)er
YV Lax ay y 9z

zur zufalligen Abweichung der MessgroRe F von inrem Mittelwert F = F (X, ¥, Z) zusammen-
gesetzt. AF ist auf jeden Fall nicht gréRer als die gewohnliche Summe (7). Die direkte Verwen-
dung vorstehender Formel ist in der Praxis meist ziemlich unbequem. Auch hier ist es daher
einfacher, zunichst die relative Abweichung AF/F zu berechnen und daraus dann mit dem
aus den Mittelwerten X, ¥, Z, . .. berechneten Funktionswert F die Abweichung AF. Fiir ein
Potenzprodukt F = ax®yfz? ... (a, «, B, v, ... Konstanten) erhilt man, wie sich leicht zeigen
lasst, analog zu (9)

F V) () ()

Beispiel: Aus Messungen der Lange | und der Schwingungsdauer T eines Fadenpendels soll die Fallbe-
schleunigung g bestimmt werden. Dazu wird ein Sekundenpendel (T /2 = 1 s) benutzt. Fiir dieses wurde
die Schwingungsdauer in Abschnitt A.3 (Beispiel) als Mittelwert einer Messreihe zu T = 2,001 s mit
einer zufalligen Abweichung von AT = 0,001 s ermittelt. Mehrmalige Ausmessung der Pendellénge
ergibt I = 995,0 mm mit Al = 0,8 mm. Keine systematische Abweichungen. Wie lautet das Messergeb-
nis fiir g? — Losung: Aus (33/17) T = 2x/I/g folgt g = 4721*T# mita = 1 und g = —2, womit man

nach (10) AG/g = \/ (AT/T)2 + (2 AT/T)2 = 0,0013 erhélt. Dabei ist § = 4721/T> = 9,8104 m/s?,

somit AG = 0,0013F ~ 0,02 m/s? (es wird bei der Abweichung stets aufgerundet). Das Ergebnis lautet
also g = (9,81 4 0,02) m/s? = 9,81(1 4 0,002) m/s?, entsprechend 0,2% Messabweichung.

A5 Geradenausgleich (lineare Regression). Korrelation

Waurde eine GroRe y in Abhdngigkeit von einer GroRe x gemessen und auf Koordinatenpapier
aufgetragen, entsteht hdufig die Frage, durch welche mathematische Funktion y = f(x) die
gesuchte Abhadngigkeit beschrieben werden kann bzw. ob — besonders im Fall stark streuender
Messwerte — Uiberhaupt ein Zusammenhang zwischen den untersuchten Grofzen besteht. Man
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erkennt aber sofort, wenn durch die Messpunkte eine Gerade gelegt werden kann, wenn also
zwischen den Variablen eine lineare Abhdngigkeit

y =a+ bx (12)

vermutet wird. Mit dem Lineal wird dann mitunter einfach nach Augenmal} eine Gerade zwi-
schen den Messpunkten hindurchgezogen.

Aufgabe der Ausgleichsrechnung ist es, eine objektive Methode zu finden, die es erlaubt, die
Parameter a und b in (11) so zu bestimmen, dass die Ausgleichsgerade allen Punkten am
néchsten kommt. Im Sinne der GAussschen Ausgleichsforderung ist dies dann der Fall, wenn
die Quadratsumme der Abweichungen der Messpunkte in y-Richtung ein Minimum wird. Die
x-Koordinaten der Messpunkte werden als frei von Abweichungen angesehen.

Haben wir n Messpunkte (i, Y;), so berechnen sich die Bestwerte der Parameter in (11) zu

_Xy—=X-y (Parameter der

a=y—bx, b 2 _ ()2 Ausgleichsgeraden)

(12)
mit den Abkirzungen fur die Mittelwerte (alle Summen von i = 1 bis n):

%in, VZ%ZYi, WZ%ZX% X2= % x7

X

S|

sowie in (13)

(Ay)? =23 (Ay)?  mit Ay =a-+bx —yi.

(Hinweis: Mit einem Taschenrechner im Statistik-Modus lassen sich die Parameter (12) a und
b leicht berechnen.)
Die Abweichungen Ay; der Ordinatenmesswerte y; von der Ausgleichsgeraden wirken sich
sowohl auf ihren Ordinatenabschnitt a als auch auf ihre Steigung b aus. Fir deren mittlere
Abweichungen gilt:

I _ 1 (AyY)? (mittlere Abweichung
Sa = SpV X4, Sp = —
N—2%2_ (x)2 der Parameter a und b).

(13)

Viele nichtlineare Zusammenhange lassen sich durch geeignete mathematische Umformungen in linea-
re umwandeln. So liefert allgemein jede Potenzfunktion im doppelt-logarithmischen Koordinatensystem
und jede Exponentialfunktion im einfach-logarithmischen System eine Gerade, auf welche die vorste-
henden Betrachtungen sinngeméaR anzuwenden sind.

Korrelation. Wird im Unterschied zu oben x als abhédngig von y betrachtet, wobei jetzt die
Ordinatenwerte y; als genau und die Abszissenwerte x; als fehlerbehaftet angesehen werden, so
ergibt sich eine zweite Ausgleichsgerade x = a’ + b’y. Die beiden Geraden heiRRen erste und
zweite Regressionsgerade, ihre Anstiegsfaktoren b und b’ sind die Regressionskoeffizienten.
Analog zu (11) erhélt man

_Xy-%-y
yZ — (V)2
Die beiden Regressionsgeraden schneiden sich im Schwerpunkt (X, ¥) des Punkthaufens und

bilden eine Schere (Bild A.2); sie ist um so enger, je straffer der Zusammenhang zwischen
den betrachteten Grofen x und y ist. Die Schere schlief3t sich, wenn ein streng linearer, also

a’ =X - by, b’ (14)
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funktionaler Zusammenhang besteht. Der Grad des Zusammenhangs wird quantitativ durch den
(linearen) Korrelationskoeffizienten r angegeben. Dieser ist das geometrische Mittel aus den
Regressionskoeffizienten b und b’:

Xy—X-y (Korrelations-
= koeffizient).
— (¥)21[y? — ()]
r ist unabhéngig von den Einheiten der Messgrofien und kann alle Werte zwischen —1 und +1
annehmen. Es bedeutet

r = +1: Es besteht streng lineare Abhangigkeit zwischen x und y geméall Gleichung (11), fur
r = +1 mit positivem Anstieg, fir r = —1 mit negativem Anstieg der Ausgleichsgeraden;

0,8 < |r| < 1: Mit groRer Wahrscheinlichkeit besteht eine Korrelation zwischen x und y;
0 < |r| < 0,5: Ein linearer Zusammenhang ist unwahrscheinlich bis ausgeschlossen.

(15)

= vbb' =
r \/[ﬁ

Tabelle A.3. Thermische Ausdehnung eines Stabes (Al; =a + b —lj;a = 1o, b = alg)

7 I %2 il a + by, Al (Al)?

°C mm (°C)? mm.-°C mm 1072 mm 10~4 mm?
10 800,1 100 8001 800,08 -2 4

30 800,4 900 24012 800,42 42 4

50 800,8 2500 40040 800,76 —4 16

70 801,0 4900 56 070 801,10 +10 100

90 801,5 8100 72135 801,44 —6 36

Y9 =250°C, Y l; =4003,8°C, Y ©:2=16500(C)% Y ol =200258°C-mm,
S AL =0, Y.(Al)?=160-10"*mm?
9 =50°C, [=800,76mm, ©2=23300(CC)2, dl=40051,6°C-mm, AI2=32-10"%mm?

Beispiele: 1. Thermische Ausdehnung. Die L&nge | eines Stabes, die bei 0°C den Wert Iy hat, wird
bei verschiedenen Temperaturen ¢ (in °C) gemessen. Es wird lineare Ausdehnung nach der Beziehung
I = lo(1+a®¥) vorausgesetzt; « ist der lineare Ausdehnungskoeffizient des Stabmaterials. Die Messwerte
sind in Tabelle A.3, Spalte 1 und 2, zusammengestellt. Die Grofen lo und « einschlielflich ihrer mittleren
Abweichungen sind zu bestimmen. Trage zur Veranschaulichung die gemessene Abhéngigkeit | = 1(#%)
in einem Koordinatensystem auf! — Ldsung: Die Messpunkte mussten in der graphischen Darstellung
recht gut auf einer Geraden liegen, deren Gleichung (11) lautet: | = a + b® mit a = Iy als Ordina-
tenabschnitt und b = alg als Anstieg. Statt der erforderlichen zwei Messungen haben wir 5, also 3
Uberschiissige (Kontroll-)Messungen. Daher sind wir in der Lage, nicht nur g und « zu bestimmen, son-
dern auch deren mittlere Abweichungen. Mit den in der untersten Zeile von Tabelle A.3 angegebenen
Mittelwerten erhalten wir nach (12) a = lp = 799,91 mm und b = «lg = 0,017 mm/°C. Daraus folgt fir
den Ausdehnungskoeffizienten « = b/lg = b/a = 21,25 1078 /°C. Fiir die mittleren Abweichungen
(13) errechnet man S, = 1,15 - 10~3 mm/°C und 55 = 6,62 - 10~? mm. Die mittlere Abweichung von
o = b/a muss aus S, und S, nach dem quadratischen Fehlerfortpflanzungsgesetz (vgl. vorigen Abschnitt)

5, — (% 2+ 8—“§2
*=\\sa>® b P

berechnet werden, woraus fiir die relative Abweichung folgt:
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(wegen Sa/a ~ 8- 1075 « Sp/b). Somit wird 5, = 6,76 - 102« = 1,44 -10%/°C. Das Messer-
gebnis lautet: Iy = a +5, = (799,91 +£0,07) mm; o = (b/a) +£5, = (21,3+1,5)-10°%/°C =
21,3-1075(1 4 0,07) /°C, entsprechend einer Abweichung in « von 7%.

Tabelle A.4. 0,2-Dehngrenze x und Zugfestigkeit y fir 16 Chargen eines
hochfesten Stahles

Proben-Nr.  x;/10° MPa y;/10° MPa  Proben-Nr.  x; /102 MPa  v;/10% MPa

1 7,95 10,55 9 8,2 11,7
2 9,05 10,5 10 9,25 11,6
3 8,25 10,4 11 7,8 10,1
4 8,2 10,35 12 8,5 11,4
5 9,2 11,45 13 8,0 10,95
6 8,6 10,9 14 8,85 11,1
7 8,6 11,2 15 9,65 12,3
8 10,5 12,3 16 8,05 10,6

2. Korrelationsanalyse. Von 16 Chargen eines hochfesten Stahles liegen Proben fiir Werkstoffunter-
suchungen vor. Ermittelt werden unter anderem jeweils die 0,2-Dehngrenze x (mechanische Spannung,
bei der im Zugversuch eine bleibende Dehnung von 0,2% der Messlange des Zugstabes auftritt) und
die Zugfestigkeit y (auf den Anfangsquerschnitt des Zugstabes bezogene, vom Werkstoff ertragene
Maximalkraft, bevor der Bruch eintritt; vgl. Spannungs-Dehnungs-Diagramm in Abschnitt 13.6). Es

©
12,5
= 22l L
S 120 v i
— , P
-~ o S -
> 115 ///OO/
T 11,0 /O//O Bild A.2. Korrelation zwischen
ik 0,2-Dehngrenze x und Zugfestig-
105 <L - keit y fiir eine spezielle Stahlsorte
e (Einheit von x und y: 102 MPa).
100 Die erste und zweite Regressions-
75 80 85 90 95 100 105 gerade 1 und 2 schneiden sich im

— + x/10°MPa Punkt (X, ) = (8,67: 11,09).

ist zu kldren, ob zwischen diesen beiden Werkstoffkenngréen, deren Messwerte in Tabelle A.3 zusam-
mengestellt und in Bild A.2 graphisch dargestellt sind, ein Zusammenhang besteht. — Lésung: Nach dem
Muster von Tabelle A.3 werden nach den Gleichungen (12) und (14) die Regressionskoeffizienten b und
b” (Anstiege der beiden Regressionsgeraden in Bild A.2) berechnet. Man erhdlt b = 0,71; b’ = 0,83
und daraus nach (15) einen Korrelationskoeffizienten von r = 0,77. Demnach ist eine Korrelation zwar
vorhanden, jedoch nicht sonderlich straff, wie an der starken Streuung der Messpunkte zu erkennen ist.
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